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Resuma Neste trabalho de pesquisa analisou-se a expectiivida das mulheres brasileiras a partir dosglad
da Tébua Completa de Mortalidade disponibilizada prestituto Brasileiro de Geografia e EstatisfftBGE).
Utilizando o critério dos minimos quadrados congtae dois modelos polinomiais, de grau 3 e 4, was
reproduzem razoavelmente os dados medidos (songualirado dos residuos é pequena), porém, ndo séo
adequados para realizar estimativas futuras. Ac8olanalitica da equacéo diferencial de Gompertiuiogéo
Sigmoidal, com assintota escolhida via simulacdopudacional e dados iniciais da tAbua de mortadiddal
IBGE, foi a que melhor reproduziu os dados escokid\ validacdo e comparacdo dos modelos matersatico
obtidos foram realizadas graficamente e numerictanébomparou-se o0s valores obtidos pelos modelos
matematicos escolhidos com os dados reais e estimas expectativas futuras.

Palavras ChavesExpectativa de vida. Tabuas de mortalidade. Cdev&ompertz.

INTRODUCAO

Tem-se por objetivo principal desse estudo anatlados referentes a expectativa de
vida dos brasileiros, informacfes estas que estididas nas tabuas de mortalidade
disponibilizadas pelo Instituto Brasileiro de Geadgr e Estatistica — IBGE, bem como a

partir desses, modelar matematicamente por dilessemétodos a expectativa de vida dos
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brasileiros, primeiramente com um parametro esdolha priori para as mulheres, e

futuramente, de maneira separada, para homensasaslsexos.

A importancia da escolha do melhor modelo vem petancédo de se projetar
expectativas futuras, ou seja, anos em que o IB&Eestimou a expectativa de vida dos
brasileiros. Isso podera auxiliar numa importaetagéo entre o presente e o futuro quando se

fala em vida laboral.

No presente estudo, descreve-se aspectos relalivexpectativa de vida dos
brasileiros, uma breve explicacdo de como o IBGEtaoos dados para o censo e como
ocorre a divulgacao dos resultados para a expexidg vida.

Apresenta-se também uma breve fundamentacdo te®noatematica dos modelos
escolhidos. Estéo divididos em: Modelagem Numé@paste polinomial através do critério
dos minimos quadrados) e Modelagem Analitica (Eiu&yferencial de Gompertz). Diante
destes, tém-se as devidas analises dos dadosidacéal, comparacdo dos resultados e as
projecOes da expectativa de vida futura.

Por fim, como concluséo, expde-se, a partir dasmébs resultados, um fechamento

de idéias referente estudo desenvolvido, e, as sugestdes relatigateastudo.

A EXPECTATIVA DE VIDA

A construcdo da esperanca ou expectativa de videascer de cada brasileiro, para
informacgdes oficiais do governo, é feita anualmesum a utilizagdo dos dados do censo
demografico realizado pelo Instituto Brasileiro@eografia e Estatistica — IBGE, sempre até
o dia 1° de dezembro de cada ano, em cumprimenéotam 2° do Decreto Presidencial n°
3.266 de 29 de novembro de 1999. Censo Demogréfiennido de dados estatisticos sobre
caracteristicas populacionais, € realizado peltituins Brasileiro de Geografia e Estatistica —
IBGE, desde 1940.

De acordo com o site do IBGE (www.ibge.gov.acesso em maio de 2013), tais
informacdes constam nas Tabuas de Mortalidade jplalaogiio do Brasil, onde a cada ano séo
incorporados dados populacionais do ultimo Censmdgeafico, que acontece de 10 em 10

anaos.



A seguir, com a utilizacdo do sistema de computafgé&brica e simbolica Maple, foi
possivel ilustrar em forma de grafico os dados @zulacdo brasileira disponibilizados pelo
IBGE (neste caso, dados referente as mulheres),refaréncia a Tabua de Mortalidade de
2011.

Pontos da Tabua de Mortalidade
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Fonte: A autora (2013).

As Tabuas utilizadas neste estudo sdo proveniel@asma projecdo dos niveis de
mortalidade a partir da Tabua de Mortalidade cofddr no ano de 2010, na qual foram
incorporados dados populacionais do Censo Demografi10. Trata-se de um procedimento
necessario de atualizacdo, quando se trabalha odiwadores e modelos demograficos

prospectivos.

MODELAGEM MATEMATICA

A Modelagem Matematica € livre e espontanea, algesda necessidade do homem
em compreender os fendmenos que 0 cercam parderit@u ndo em Sseu processo de
construcdo. O processo de modelagem € descritodipersos autores, dentre os quais
destacamos Bassanezi (2002), Batschelet (197&reld@ngut (2000).



Ela tem como objetivo interpretar e compreendemass diversos fen6menos do
cotidiano, pelas aplicacdes dos conceitos mateasatrodem-se descrever estes fendbmenos,
analisa-los e interpreta-los com o propésito deargeeflexdes sobre tais fendmenos que
cercam o cotidiano.

Tomando a expectativa de vida como objetivo de destuesolveu-se modelar
matematicamente afim de encontrar um modelo qubaneéproduzisse os dados coletados.
Assim, a modelagem foi dividida em duas partes:etagem numeérica, que inclui o ajuste de
funcdes polinomiais (de grau 3 e 4) através derwitdos minimos quadrados; e modelagem

analitica, abrangida pela funcdo de Gompertz.

MODELAGEM NUMERICA: AJUSTE DE FUNCOES

O ajustamento € uma técnica de aproximacdo. Didetedados experimentais,

(%.,Y;), 1=01,..,n, pretende-se obter a ley = f(x) relacionandx comy.

Para ajustar uma tabela de dados a uma funcaceésdeio conhecer a natureza fisica
do problema, determinar o tipo de curva a que s&ajn os valores tabulados (graficamente
e/ou calculo das diferencas finitas ou divididg)atcular os parametros da curva. A técnica
do ajuste de funcbes a seguir fundamenta-se emeBUY&D03), Chapra (2002) e Claudio

(1994).

Critério dos Minimos Quadrados para o modelo Polinmial

2

Seja Y =ap +agx+apx- + a3x3 +..+ apxp a fungéo de ajustamento.

Dada uma tabela com n+1 pontds, y; ), chama-se residuo a diferenca entre o valor

deY; da funcédo de ajustamento e o valor medidoyleou sejalY; —y; =¢;, i=01,...,n.



O critério dos minimos quadrados estabelece quena go quadrado dos residuos,

n
Zdiz , deve ser a menor possivel.
i=0

¢ 2
Seja F(ag.a1.-ap) = 2. (% - ¥ ).

i=0
ParaF ter valor minimo, é preciso quéa:i =0; 9F =0; . .. ;a—F =0.
dag 031 oap

De acordo com o critério dos minimos quadrados, &artilizacdo do software Excel

foi possivel ajustar os dados contidos nas Tabwadvidrtalidade para as Mulheres a

polindmios. Os polinbmios que mais se aproximarasdhdos coletados foram o de grau 3 e

o de grau 4, apresentados nas figuras a seqguir:
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Fonte: A autora (2013).



Polinémio de grau 4 para Mulheres
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Fonte: A autora (2013).

MODELAGEM ANALITICA

Uma Curva de Gompertz, também conhecida por Lebdmpertz, assim nomeada
devido a seu desenvolvedor Benjamin Gompertz, adaapor Modelo Sigmoidal, € um
modelo matematico relativo a séries temporais pagdise de regressao nao linear, onde o
crescimento € menor no comeco e no fim do perieshporal. Esse estudo analitico tem por
base os autores Batschelet (1978) e Zill (2003).

Primeiramente realizou-se uma busca por modelosnggldor representassem o0s
dados da Tabua de Mortalidade referente as mulhgilegando o software CurveExpert.
Nessa busca, o0 modelo que se mostrou mais adetpiadfuncdo de Gompertz. Essa analise

encontrou como assintota y = 90,58.
Equacéo Diferencial de Gompertz

Considerando a expectativa de vida E(t)=E, o modeldsompertz é expresso pela

equacao diferencial ordinéria de primeira ordematéveis separaveis:

(1) = —b.Inl 2
E'(t) = b.In(E(t)jE(t) (1)

ou



deE__ (&

Na equacao (2), separamos as variaveis e integrnaongartes:

j La = j —b.dt 3)(
E.In(Ej

A integral do lado esquerdo da equacéo (3) € ofdizindo a mudanca de variaveis:

(2
" _m(Ej @)

Entdo,du = (ij.dE _dE (5)
E E

Substituindo (4) e (5) em (3), temos:

| %du = [-bat ©6)

Assim obtemos:
Inu=-bt+c (7)

Substituindo (4) em (7):

(2

Entéo:
a
() e
e E)) zg7bt+c _, In(Ej =g bt o€ 9)
'n[j ~bt+c ~bt
Assim, comk = e° obtem-see EJ - eke = (gj = eke (20)
E entdoE = (12)
eke_bt

Finalmente, obtemos a solucdo geral da equacarendi@l ordinaria (1), conhecida

como funcdo de Gompertz:

E=ac ke (12)



Na equacdo (12) utilizou-se como assintota a =89@&imada e obtida via simula¢éo
computacional no sistema CurveExpert. Escolheussalmres do Censo E(0) = 77,7 e E(80)
= 9,1 e obteve-se b=-0,03382915974 e k=0,1534664966

Assim, a funcdo de Gompertz, para o presente estada forma:

_ -(-0,033829159%)t
E(t) = 9058 ¢~ 01534664966

A figura a seguir, ilustrada graficamente atravésidtema de computagéo algébrica e

simbdlica Maple, apresenta a solu¢cédo da equacéreddial ordinaria (12):

Funcdo de Gompertz com parametros estimados
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Fonte: A autora (2013).

COMPARACAO DOS RESULTADOS, VALIDACAO E ESTIMATIVAS
FUTURAS

Inicia-se analisando o comportamento grafico dodetos obtidos na secéo anterior.



Visando comparacgao de resultados, foi obtida waikicdo computacional no sistema
CurveExpert outra funcdo de Gompertz, de acordoasaida do sistema a seguir e ilustrada

graficamente na figura a seguir.

“Gompertz Relation: y=a*exp(-exp(b-cx))

Coefficient Data:

a:= 9.05884987249E+001
b:= -1.39216036197E+000
c:= -2.85393159802E-002"

Relacdo de Gompertz
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Fonte: A autora (2013).

Utilizando o sistema Maple é possivel reproduzitoos modelos estudados sendo
ilustrado para um intervalo de -100<t<150, comrmalifdade de avaliar expectativas além dos
dados estimados pelo IBGE, ou seja, fora do interga 0 a 80 anos para o0 ano de 2011,

conforme segue nas figuras a sequir.

A resolugcéo do modelo polinomial de grau 3 foi heisia por meio do sistema Excel,
com a equacdo y = 4E-05x0,002% - 0,919x + 78,53 com R2 = 1.



Modelo Polinomial de grau 3
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Folindmio de grau 3 (Excel)

Fonte: A autora (2013). 3 n3 p
J 5 Nhao sera

adequadqo para as previsoes tuturas. Fara obteexparplo, a expectativa de vida de quem
nascera em 2111, ou seja, para um t=-100 , teraeselg possui um ponto de maximo e apos
esse ponto decresce, fazendo com que a expediativela desses individuos que nascerao
nessa data seja menor do que a expectativa dosagoerdo alguns anos antes; ou ainda, para
analisar a expectativa de vida de uma pessoa &oasnbs, ou seja, para um t=150, tem-se que

sera maior do que uma pessoa aos 100 anos de ddaque ,ndo € compreensivel.

A resolucédo do modelo polinomial de grau 4 foi irzala por meio do sistema Excel,
com a equacao y = 3E-07x2E-05X + 0,0008% - 0,9576x + 75,102 com R2 = 1.



Modelo Polinomial de grau 4
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Fonte: A autora (2013).
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Faolindmio de grau 4 (Excel)

Da mesma forma que na analise anterior, o polin@igrau 4 ndo é adequado para

estimativas futuras.

Na figura a seguir apresenta-se o0 modelo de Gompadontrado com o auxilio do

CurveExpert, mediante

100)=89,30050751.

a
1,39216036197+0,0285393159802*t.

funcéo

y=90,5884987249*EEXRRp -

Nesse modelo amadsta em t=-100 é E(-



Funcdo de Gompertz
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Fonte: A autora (2013).

Verifica-se que com esse modelo, os pontos obtgfzs bastante distantes dos
reproduzidos pela tAbua do IBGE, apesar de apsrsgmia curva semelhante, seus dados nédo

se aproximam, tornando os erros absolutos muibg,abu seja, distantes de O.

Funcdo de Gompertz
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Fungdo de Gompenrtz (Solugdo da Equacdo Diferencial)

Fonte: A autora (2013).



Verifica-se que com esse modelo resolvido por rdei@quacao diferencial ordinaria,
com a equagao y = 90,588*EXP(-0,1534664966*EXP@&BR2315974*t)) que 0S pontos
obtidos dentro dos anos estudados pelo IBGE, poddén ndo reproduzirem-se
semelhantemente, mas o que é importante ressaltan rfuncdo, e sendo assim, 0 motivo
pelo qual se admitiu como a melhor reproducéo,e2nps anos em que nao ha a expectativa
de vida do IBGE, ela apresenta estimativas comogaizoaveis e compreensiveis, como por

exemplo no intervalo de -100 a 150.

Por exemplo, a expectativa de vida de quem naseerdl1l é estimada por E(-100)

resultando em aproximadamente 90,11727021.

Finalmente, na figura seguinte, apresenta-se o axderpento grafico de todos os

modelos estudados num Unico sistema de eixos:

Funcdo de Gompertz
Expectativa de sobrevi
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Fonte: A autora (2013).

A seguir, detalha-se uma analise quantitativa desibalho.

Na tabela 1 comparou-se os da Tabua de MortalidadBGE de 2011 (referente as

mulheres) com os estimados pelos modelos matersatico



Tabela 1 — Estimativas das expectativas de vida do®delos estudados

PolinGmio de: Funcéo de Gompertz
Idade em IBGE grau 3 grau 4 (Solugéo da
2011 (9 (2011) (via Excel) | (via Excel) | (CurveExpert) Equagdo
Diferencial)
0 77,7 78,5 78,6 70,7 77,7
10 69,1 69,1 69,1 65,1 73,0
20 59,4 59,5 59,4 58,4 67,0
30 49,8 49,8 49,8 50,5 59,3
40 40,3 40,3 40,3 41,6 50,0
50 31,2 31,3 31,1 32,2 39,4
60 22,8 23,0 22,6 22,8 28,2
70 15,3 15,7 14,9 14,5 17,6
80 9,1 9,5 8,4 7,9 9,1

Fonte: A autora (2013).

Na Tabela 1, constam os residuos ou erros absadldii@renca entre expectativa de

vida de cada modelo e a expectativa de vida ddddBEE) em cada ponto.

A seguir, na Tabela 2, apresenta-se o erro absotumparando a expectativa de vida

obtida pelo IBGE e a obtida pelos modelos estudados



Tabela 2 — Residuos estimados pelos modelos

Erro absoluto (0)

Idade em IBGE Polinémio de: Funcéo de Gompertz

2011 (1 (2011) grau 3 grau 4 (Solucao da

(via Excel) | (via Excel) | (CurveExpert Equagdo
) Diferencial)

0 77,7 0,8 0,9 7,1 0,0
10 69,1 0,0 0,0 4,0 3,9
20 59,4 0,1 0,1 1,0 7,6
30 49,8 0,0 0,0 0,7 9,6
40 40,3 0,0 0,0 1,3 9,7
50 31,2 0,1 0,1 0,9 8,1
60 22,8 0,2 0,2 0,1 54
70 15,3 0,4 0,3 0,8 2,3
80 9,1 0,3 0,8 1,2 0,0
252 0,95 1,6 72,49 359,28

Fonte: A autora (2013).

Quanto menor for a soma do quadrado do erro alos(diat residuo), melhor sera o

modelo, segundo o critério dos minimos quadrados.

Analisando os resultados da Tabela 2 observa-se gqnenor soma {52 = 0,95,

para o modelo polinomial de grau 3.



A analise gréfica apresentada na figura a segudorge a escolha do modelo

polinomial de grau 3 como melhor modelo matemapiam descrever a expectativa de vida

para brasileiros com idades até 80 anos.

llustracdo de todos os modelos estudados

Expectativa de sobrevida

Idade

L R A 4

Fonte: A autora (2013).
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Assintota: E[tF=I0.5

Porém, analisando a expectativa de vida para araso$, utilizando a Funcéo de

Gompertz através da Solucdo da Equacao Difererstigkre-se algumas idades, como por

exemplo, para quem nascera em 2021, 2050, 2111 &, 8u seja, 10 anos, 39 anos, 90 anos

e 100 anos a mais em relacdo a tabua do IBGE,ddiobter-se as expectativas expressas na

Tabela 3.



Tabela 3 — Estimativas futuras pela Funcdo de Gompe

Idade (t) Funcdo de Gompertz (Solucdo da Equacéo flerencial)
Idade em 2021 (t=-10) 81,20
Idade em 2050 (t=-39) 86,95
Idade em 2101 (t=-90) 89,93
Idade em 2111 (t=-100) 90,11

Fonte: A autora (2013).

CONCLUSAO

No desenvolvimento do processo de elaboracéo esdducdo do modelo, observou-
se, inicialmente, que os modelos polinomiais estavasultando em valores satisfatorios.
Apo6s avaliacdo dos modelos e do desenvolvimentgutanional, quando comparado com
estimativas futuras, concluiu-se que o modelo de@otz trazia melhores resultados, ainda

gue a soma do quadrado do residuo ndo fosse minima.

Como forma de validar o modelo, testou-se o desdemrento computacional de

todos os modelos, referente as mulheres, e paiaigie da equacao diferencial ordinaria em

ke_ bt

dados da forméE(t) =ae \Verificou-se que, mesmo o0s erros absolutos eads os

minimos, a solucdo pela equacdo (12) apresentograstimento desacelerado, com uma

tendéncia a estabilizar, fato que se verifica carpectativa de vida.

As simulacbes para os anos em que ndo é dadaeatatipa de vida pelo IBGE
realizadas a partir da resolucdo do modelo de Gamjpsdicam resultados razoaveis em
relacdo a expectativa de vida da populacao bnasilei

Dois modelos foram adequados: o Polinbmio de grgpard t E [0, 80] e o de
Gompertz (solucdo da equacao diferencial ordingaga t E (-100, 0) e t E (80, 100).

Como sequéncia desse estudo, pretende-se prajdta ¢s dados e simulacbes para

ambos 0s sexos e para 0s homens.



Durante o proposto estudo, verificou-se que outeaiveis também influenciariam
no crescimento populacional. Assim, no processandedelagem surge a necessidade de
aperfeicoamento do modelo, levando em consideraggmarametros variando com o tempo.
Fica como proposta de continuacdo deste estud@amptovos modelos, tornando as

aproximacoes da expectativa de vida menos grosseira
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