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UMA AN ALISE SOBRE A IMPOSSIBILIDADE DA TRISSECCAO DO ANGULO

Everaldo Fernandes Barbosa'
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Resumo

A trissec¢@o de um angulo utilizando apenas régua e compasso ¢ um dos trés problemas mais famosos
da antiguidade. Apenas com a evolugdo dos conceitos matematicos, na sua grande maioria, inter-relacionados,
esses problemas foram completamente esclarecidos. O objetivo desse trabalho ¢ mostrar, por meio da analise da
impossibilidade da trissec¢do do angulo, a complementaridade entre aritmética e geometria que originou novos
conhecimentos.
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ANALISE DO PROBLEMA DA TRISSECCAO DO ANGULO POR NEUSIS

As tentativas de resolver o problema de trissec¢do do angulo foram importantes para o
desenvolvimento matematico. Com os gregos, surgem varias solu¢des com apenas régua nao
graduada e compasso, mas eram constru¢des “moles” denominadas constru¢ao de Néusis — do
verbo grego neuein, que significa apontar.

Consideremos um angulo qualquer ABC, que pretendemos trissectar. Sejam AB ¢ BC

os lados desse angulo, como mostra a figura 1 abaixo.

Figura 1: Trissec¢do do angulo utilizando-se o método Néusis.
Fonte: Software Geogebra.

Pelo ponto 4 de um dos lados, vamos tragar uma paralela ¢ uma perpendicular ao

outro lado. O segmento DE ¢ inserido entre estas duas retas de modo que o seu comprimento
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seja o dobro do comprimento do segmento AB (isso ¢ o que denominamos por constru¢ao

mole) e, ainda, de tal modo que o ponto B, vértice do angulo a trissectar, esteja no seu
prolongamento. Entdo, o angulo DBC ¢ a terca parte do angulo ABC.

O procedimento que se segue € no intuito de verificar que o angulo ABC ¢ trissectado
pela reta DB (figura 2). Marcamos H, ponto médio do segmento DE e, tracemos o segmento
de reta AH. A reta DE intersecta as retas paralelas AE e BC, formando os angulos alternos
internos HEA ¢ DBC que sdo geometricamente iguais. O angulo EAD ¢ reto, entdo podemos
inscrevé-lo em uma semicircunferéncia cujo didmetro seja DE e centro no ponto H. Assim,
visto que por constru¢do os segmentos HE e HA sdo iguais, o tridngulo AHE ¢ isosceles e,
portanto, os angulos EAH e HEA sdo iguais. DE ¢ o dobro do comprimento BA, H ¢ o ponto
médio de DE ¢ 4 ABH ¢ isosceles,

portanto os angulo

= P

Figura 2: Justificativa geométrica da trissec¢do do angulo pelo método de Néusis.
Fonte: Software Geogebra

Como o angulo BHA ¢ um angulo externo ao tridngulo AHE, ¢é possivel afirmar que o
angulo BHA ¢ igual a soma dos angulos internos opostos, EAH e HEA. Mas, o angulo BHA ¢
o dobro do angulo HEA (ou do angulo EAH) e como o angulo ABD ¢ igual ao angulo BHA
tem-se que o angulo DBC ¢ metade do angulo ABD e, finalmente, que o angulo DBC ¢ a terga
parte do angulo ABC.

Pelo que foi exposto acima, o problema da trissec¢do de um angulo agudo fica
resolvido se soubermos inserir o segmento DE (duplo de BA) entre as retas FA e AE
apontando para o ponto B. Assim, o problema da trissec¢ao do angulo, foi reduzido a outro,

que os gedmetras gregos designaram por “problema de construgdo por Néusis” .



As solugdes do problema de trisseccdo do angulo através de construgdes mecanicas

ndo agradavam aos gregos. Contudo, uma alternativa diferente dessas veio apenas com
Descartes (1596 - 1650). Com ele, comecou o que podemos chamar de “o germe da prova da
impossibilidade de trissectar o angulo com régua ndo graduada ¢ compasso”. Foi a interagdo
entre a aritmética e geometria, ou seja, entre figuras e nimeros, que possibilitou a criagdo da
algebra de segmentos aliada a teoria de proporcionalidade, oportunizando assim, passar de um
problema geométrico ao problema algébrico que, de acordo com Eves (2002, p. 134), “um
produto desse pensamento relacional levou a descobertas frutiferas ligadas ao dominio de
racionalidade, nlimeros algébricos e teoria dos grupos”. Nesse sentido dizemos que houve
producdo de conhecimento. Foi necessario o desenvolvimento de novos métodos e teorias
para justificar e resolver problemas como esse da trissec¢ao do angulo. Nao estamos falando
que a teoria de grupos surgiu diretamente a partir da trisseccao do angulo, porque antes disso,
formalizaram-se outras, como por exemplo, a teoria dos nimeros, mas sdo problemas como
esses que desencadeiam uma série de descobertas inter-relacionadas que permitem produzir

novos conhecimentos.

ANALISE DA INTERACAO ENTRE ARITMETICA E GEOMETRIA

A interacdo da aritmética com a geometria deu inicio com Descartes na tentativa de
justificar seu método cientifico de estabelecer a verdade nas ciéncias. Descartes buscava um
método onde generalizava a verdade para todos os ramos da ciéncia, evitando uma ciéncia
compartimentalizada. “Todos aqueles que procuraram a verdade nas ciéncias, sO o0s
matematicos puderam encontrar razdes certas e evidentes, [...] aproveitei o melhor da analise
geométrica e da algebra, e assim, corrigi todos os defeitos de uma pela outra” (DESCARTES,
1989, p. 46). “Descartes procurou por um método geral de pensamento capaz de facilitar as
descobertas e encontrar a verdade nas ciéncias” (STRUIK, 1987, p. 96).

Na representacdo de curvas por Descartes encontramos uma estreita analogia que ele
faz entre as operacdes com linhas retas e operacdes com numeros. Em particular, pela
suposicao de uma linha de unidade escolhida arbitrariamente, ele ¢ capaz de interpretar a
multiplicagdo de duas linhas retas, como deu origem a uma terceira linha reta ao invés de um
retangulo. Esta etapa foi de fundamental importancia para tornar mais facil a representagao de
curvas em termos algébricos.

Na primavera de 1619, ele tentou realizar a unificacdo da Aritmética com a Geometria

usando compassos. O compasso desempenhou uma importante fungdo no desenvolvimento



cientifico do século XVI e XVII. Galileu e Descartes acreditavam que os compassos poderiam
fornecer as bases para o desenvolvimento e unifica¢cdo da Aritmética com a Geometria.

Numa famosa carta a Beeckman, datada de 26 de marco de 1619, Descartes indica
como esses compassos foram assumindo uma posicdo tedrico fundamental em seu
pensamento. Essas descoberta que foram surgindo proporcionaram toda uma nova visdo para
0 avango matematico. Vejamos um trecho da carta.

Descobri guatro demonstragBes admiraveis e completamente novas. A primeira
refere-ser ao famoszo problema de dividir um dngulo em uwm nimercs qualquer de
partes iguais. As outras trés dizem respeito a trés tipes de equagbes cubicas: a
primeira classe com um nimero inteiro, raizes e cubos [x° = £ g + bx]; a segunda,
com um nimero inteiro, quadrados e cubos [xj =tat E:x}]; e a terceira, com com
mteiro, raizes, quadrados e cubos [xj =tgthxzt a:xE] [...] Com esses recursos, serd
possivel resolver um nomerc guatre vezes maior de problemas, e muito mais
dificeis, do que se comsegue com Algebra comum. [..] Permita-me ser sincero
acerca do meu projeto. O gque quero produzir ndc € algo como a Ars BrEvis de Lull,
mas, antes, uma ciéncia inteiramente nova, que ird prover uma sclugdo geral para
todos os problemas possiveis envolvende gualguer tipe de quantidade, zeja ela
comtinua ou discreta, de acordo com sua natureza. Pois, como na aritmeética, algumas
questdes sd3o resolvidas pelos nimeros racionais, outras apenas por nlmeros
irracionais e, finalmente outros podem ser imaginados, mas nic resolvidos. Assim,
espero poder demonstrar que alguns problemas envolvendo gquantidades continuas
podem zer rezolvidos por meio de curvas produzidas por um Gnico movimento,
como as curvas que podem ser tragadas com os novos compassos (penso que estas
sio tio exatas e geométricas quante aguelas que 80 tragadaz com compasso
ordinarios), e outros ainda que podem ser resolvidos somente por curvas geradas por
movimentos distintos e idependentes, o0z quais, certamente, 380 apenas iMAZINATIOs,
como a notéria curva quadratica (quadratriz). Wao ha, creio, nenhum problemsa
imagindvel, qualguer que ele seja, que nic possa ser resolvido, como esses, por tais
curvas. Espero poder demonstrar quais tipos de problemas podem ser resolvidos
exclusivamente por vm o outro meio, de modo que quase nada em geometria reste
a ser descoberto (BROUGHTON & CARERIERO, 2011).

Nesta carta, Descartes ainda diz que se pode ter um conhecimento exato das medidas
das curvas, de acordo com alguns critérios que sdo determinados por movimentos e, que em

La géeométrie ele explica claramente em termos de equagao:

Poderia dar aqui muitos outros meios para tragar e conceber linhas curvas que
fossem mais e mais compostas, por graus, até o infinito. Mas para compreender em
conjunto todas as que estdo na natureza, e distigui-las por ordem em certos géneros,
ndo conhego nada melhor que dizer que todos os pontos das que podem designar-se
geométricas, isto €, que admitem certa medida precisa e exata, t€ém necessariamente
alguma relagdo com os pontos de uma linha reta, que pode ser expressa por alguma
equagdo, a mesma para todos os pontos (DESCARTES, 1886, p. 17)

Usando o compasso mesolabio, Descartes resolveu trés tipos de equagdes cubicas:
X =tathrtcx’ (1)

¥ =tat by (2)

¥ =tatbhbx (3)



onde a, b, ¢ sdo constantes positivas.

Veremos que a equagdo (3) nos dara a solugdo para o problema da trissec¢do do
angulo, onde a determinarda o angulo que queremos trisseccionar e as raizes da equacdo
cubica, de acordo com um «a fixo e b = 3, nds daré o terco do angulo geral dado.

Descartes, de fato, introduziu uma variedade de compassos, mas aqui descreveremos
somente 0 compasso mesolabio que pode ser pensado como uma maquina que consiste de

diversas réguas dispostas em conjunto, como mostra a figura 3 a seguir.

AC E G N

Figura 3: O compasso de Descartes.
Fonte: Sofiware Cabri Geometry

Descartes, no seu segundo livro explica como ¢ construido o compasso e como ele
funciona:

Sejam as linhas AB, AD, AF, semelhantes, que suponho descritas com ajuda o
instrumento YZ, composto de varias réguas unidas de tal modo que aplicada a régua
YZ sobre a linha AN se pode abrir ou fechar o angulo XYZ, que estando todo fechado
aos pontos B, C, D, E, F, G, H, coincidem com o ponto 4; mas a medida que ele se
abre, a régua BC, que faz angulo reto com XY no ponto B, empurra para Z a régua
CD que corre sobre YZ, formando sempre com ela angulos retos; e CD empurra DE
que corre sobre YX, mantendo-se paralela a BC; DE empurra EF; EF empurra FG;
esta, GH; e podem imaginar-se uma infinidade de outras que se empurram
sucessivamente do mesmo modo, umas formam sempre os mesmos angulos com YX,
e as outras com YZ (DESCARTES, 1886, p. 17).

Agora descartes continua sua explicagdo mostrando como sdo geradas as curvas.

A medida que se abre o angulo XYZ, o ponto B descreve a linha AB, que é um
circulo; e os outros pontos D, F, H, que correspondem as interseccdes das outras
réguas, descrevem as curvas 4D, AF, AH, das quais as ultimas sdo, por conseguinte,
mais compostas que a primeira, e esta, mais que o circulo (DESCARTES, 1886, p.
17).

A partir desse compasso podemos, através de semelhanca de tridngulos, obter as
seguintes proporgoes:

1B _

¥
G
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No livro Cogitationes Privatae Descartes apresenta uma solugio para a equagio
ctibica ¥° = x + 2. Como vimos, da figura 3 obtemos as seguintes proporcdes:
B_IK_1mw
© YD IYE
Dessas proporgdes podemos tirar as seguintes relacfes:

}DZ
=7 )
=
j{oh
D=1 ®)
De(4) e (3), temos:
ey
¥B et 1 e’
I’E‘ = = 3 _—:-—1
¥C ¥B* ¥C
ou seja,
¥
=1

Como YE=YA+AC+CEe, fazendo Y4 =YB=1e (' =x, temos:
1+(x-D+CE=x"

Aszim,
¥ =x+CE
Diante disso, tudo que precisamos fazer para resolver a equacfo cubica Y=x+2é

abrir o compasso de tal modo que CE seja igual a 2 de forma que YC nos dard uma raiz real
positiva.
AEQUACAO DA TRISSECCAO DO ANGULO

Veremos nessa secdo como transformar o problema geométrico da trissec¢do do

angulo em um problema aritmético. Consideremos a figura 4 onde pretendemos trissectar o
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dngulo ABC. Nosso I:lrcﬂ;]lv:lzl:l:a1 se resume a encontrar o ponto £ na figura de forma que o
dngulo DEC seja a terca parte do angulo ABC. Para i1sso, vamos construir o segmento AJ,
perpendicular a DE. Considerando 4B = a e, considerando que, DFE € o dobro de AEB, entdo
DE = Za. Considerando amnda que H € o ponto medio de DE, temos que: AH=DH=HE=a.

O

B b F \

Figura 4: Transformacie de um problema geométrico em um problema algébrico.
Fonte Software Geogebra
Assim como Descartes nos aconselha, vamos dar nomes aos segmentos que sio
indeterminados. Vamos nomear, entdo, BF por b, AE por x e BED por y. Sendo os tnidngulos
ADE_ DFB e AIE semelhantes_ a seguinte relacio € valida:

AE _FB _IE
DE DB AE

(6)

O tridangulo ABH ¢ 1sosceles, com AF = AH, o pé da perpendicular AT em BH € o pe
medio de BH. Assim,

m-lpy_¥*ea
2 >

IE=IH+ HE
Ou seja,

+a v+3a
Y +a="=-

2 2

Assim_ podemos escrever (6) da seguinte forma:

x b y+3a

E_y 2x

(7)

a € um ponto qualquer de um dos lados do angulo ABC, o que significa que, sem perda de
generalidade, podemos tomar AB=1, ouseja, a=1.

% A solugdo que sera apresentada é adaptada de Sousa, 2001.
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Assim a relacio (7) toma a forma

donde se obtém xy = 2b ex’ =v+3.
Finalmente, obtemos a equacio seguinte que designaremos por equacio da trisseccio:
¥ -3x-26=0 (8)

A partir da andlise geométrica do problema, aplicando a técnica de semelhangas de
triangulos, transpomos as investigagdes para um ambito algébrico. Dessa forma, esperamos
buscar uma solugdo aceita na matematica que ndo seja uma solucao por Néusis. O problema
agora se restringe a equacao cubica. Estd equacdo, serd nosso objeto de estudo. Suas raizes
nos permitird deduzir quais sdo os angulos passiveis de serem construidos com régua nao
graduada e compasso e, a partir delas [das raizes], vamos mostrar a impossibilidade de

construir um angulo geral com régua nao graduada e compasso.
NUMEROS CONSTRUTIVEIS

Substituimos o problema anteriormente geométrico por um problema a ser resolvido
por uma equacdo algébrica. A solu¢do de uma equacdo do tipo (8) permite avaliar se ¢é
possivel construir curvas geométricas com ferramentas euclidianas. “Um segmento AP sera
construtivel a partir de AB se P, ou equivalentemente, se o nimero x for construtivel”
(OLIVEIRA, 1997, p. 126). “Dizemos que um numero real positivo a ¢ construtivel se
conseguirmos construir um segmento cuja medida do comprimento ¢ o, num niimero finito de
passos a partir do segmento que tomamos como unidade, usando uma régua nao graduada e
compasso” (SILVA ; SANTOS, 2007, p. 57). Assim, em vez de segmentos ou figuras
construtiveis, consideremos numeros construtiveis. Dessa forma, a interagdo entre esses dois
campos das ciéncias ¢ fundamental para a interpretacdo e solu¢do do problema da trissec¢do
do angulo.

Existem condi¢des necessarias para que um numero seja construtivel. Os numeros
inteiros sdo construtiveis a partir da transferéncia do segmento [0,1] com o compasso. Assim,
constroi-se o 2,3,4,... e 0os nimeros negativos ...,—3, —2, —1. Para construimos os numeros
racionais, adotamos o procedimento que Descartes usou para encontrar o quociente de um
nimero.

Tragamos duas retas concorrentes no ponto 4. Uma reta horizontal AB e uma reta

obliqua AC (figura 5). Vamos considerar o segmento de reta 4B a unidade, ou seja AB = 1.



VI Congresso Internacional de Ensino da Matemadtica

Unindo-se os pontos B ¢ C obtemos o segmento de reta BC. Paralelo a BC tragcamos quantos
outros quisermos, sempre paralelos. Seja DE um segmento paralelo a BC. Assim, como AC ¢
proporcional a AE e AB ¢ proporcional a AD e possui o angulo BAC em comum, os

triangulos ABC e ADE sdo proporcionais, entdo podemos escrever a seguinte relagao:

E = £ Como AB =1, temos: AC=£
AC  AE AD

A 1 B D

Figura 5:Construgdo geométrica de um numero racional.
Fonte: Software Geogebra

. . , . 2 :
Por exemplo, seja construir o niimero racional 3 Tragamos uma reta horizontal
deteminada pelos pontos 4 ¢ B ¢ uma reta obliqua a esta passando por 4. Devemos dividir
< . o 1
entdo o segmento 4B em trés partes iguais cada uma correspondendo a 3 do segmento 4B.

Partindo de 4, marcamos com um compasso, trés pontos equidistantes entre si. Sejam eles, C,

D e E como mostra a figura 6 abaixo.

Figura 6: Construgdo geométrica do niimeor 2/3.
Fonte: Software Geogebra

Tragamos o segmento de reta BE. Paralelo a BE tragamos GD e FC, onde F ¢ G sdo,

respectivamente, os pontos de intersec¢do do segmento FC e GD com a reta horizontal AB. Os
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triangulos formados na figura 6 sdo proporcionais por terem seus respectivos lados

proporcionais € o angulo £4B em comum, entdo podemos escrever a seguinte proporgao:

4B _ 4G
AE  AD
AB =1 AE=3AC e AD = 2AC. entio:
1 4G
34C  24C
Ou seja,
4G =2
3

Concluimos que partindo da unidade, através de um numero finito de vezes, das
operacdes aritmeticas basicas, que correspondem a estrutura de ::Drpus, & possivel construir o
conjunto dos nimeros racionais. Portanto, o conjunto  dos nimeros racionais € construtivel.
Veremos mais adiante que, com a teoria de extensfo de corpos, € possivel construir nimeros
TACIONALS COmMo ﬁ . '\E . etc. No entanto ndo € possivel construir todos os nimeros reais
devido ao fato dos numeros transcedentes, como por exemplo, o nimero T & o0 nimero e, nio
serem construtiveis.

Uma condicdo nio suficiente, mas necessaria para que wm nimero a pertencente a um
conjunto Fy seja construtivel, € que exista uma extensiio do corpo Fy. ou seja, exista Fi tal
que Fy C F1 . A extensiio desse corpo, por sua vez, deve ser uma extensio quadratica, 1sto €,

que exista uma extensio F(«a) de F de tal forma que o € FeaeF. Como exemplo, vamos

considerar @ =+/2 . Podemos dizer que @ & um nimero que pertence ao conjunto dos nimeros
reais e ¢ & um ntimero que pertence ao conjunto dos nimeros racionais, dessa forma, = Q
ea € Q. Esse nmimero o € raiz de um polinémio p(x) = ©=2.

Dessa forma, chegamos a conclusdo de que um mimero a € construtivel se ele for raiz
de um polinémio mﬁﬂicn4, irredutivel’ e nio nulo plx). Wesse caso, dizemos que @ & um
numero algebnico. O nimero 7, por exemplo, nfo € um numero algebrico, pois T nfio € raiz de

nenhum polindmio p(x). Sendo assim, esse nimero ndo € construtivel enquanto que \J"E & um

3 Para um estudo da estrutura de corpo ver GONCALVES, 1979.

* Ménico: o termo de maior grau é 1.

> Irredutivel quando os tnicos divisores do polindmio sdo constantes, ou seja, o Gnico divisor do polindmio p(x)
¢ uma constante c.
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numero construtivel. De fato, dado o segmento de comprimentos 1 e & € possivel construir um

segmentos de c:ompnmentnq"; . Vejamos como 1sso ¢ feito:

Sobre uma reta transporta-se 04 = @ e AB = I; traca-se uma circunferénecia com
diametro OB = o+ (figura 7); traga-se uma perpendicular a OF por A4, a qual corta a
circunferéncia em C. O tridngulo OBC tem um angulo reto em C. Logo £0CA = ZABC por
serem semelhantes os trniangulos retangulos OAC e CAB; e tem-se, para x = AC; a seguinte

relacio

&
X

x
=T=>x1=a’=‘,=x=£

Figura 7: Pepresentacio geométrics da raiz quadrada de wm mimero.
Fonte: Soffware Geogebra
Tende construido JE . pode-se também constmir todos os numeros da forma
H+ETJE, em que a e b pertencem a Fy. O conjunto dos nimeros da forma a+Ew"E = Fi.
Podemos observar que Fy — F, pois para todo o £ Fy, € possivel escrever a= a+ﬂ\.l'r£; (5
Fi.
Pode-se mostrar® também que sdo construtivels numeros que resultam das quatro

operacfes elementares entre os elementos de Fy. Por exemplo, paraa. b, ¢, d € Fg,

a+b~‘E ac—2bd  bc—ad
= T V2=p+g2
C+d1||l§ ct+2d* ¢ -2d° i

sendopeg EFuecz—Za’z#ﬂ_

% Para mais detalhes (Precioso; Pedroso, 2011)
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c+bq@

Vejamos a representacio geométrica de ———.
c+ J\E

a+ b2
r La]
| ¥
i .__K
E-d\rl_ av‘.'h.'i_-". ?__,/\
" i . : P / \
d\l! o .n-ﬂﬁ f.-'f’- \
cedf2 X 7 \
fﬂh \
" «
1
A N .
C+d'1|'r:T

Figura £: Pepresentacio peométrica da extensZo de umea raiz quadrada.
Fonte: Sgftware Cabri Geometry

Suponhamos que € possivel construir todos os nimeros de um corpo F. Escolhendo a
em F tal que JE g F. pode-se cnnstrui:v'ra e, assim, o corpo F' de todos os numeros

a +:.'N'E em que a, b € F. Por exemplo, considere-se F =F; e o =1+J§ . Pode-se observar

da figura 9, que \I'E = \.||]+u6 & construtivel.

2 142

2 1 1+42 1

Figura 9: Adjungdo da raiz quadrada de dois.
Fonte: Sofiware Cabri Geometry

Portanto, & possivel construir o corpo F? de todos os niimeros da forma p+gy/1 ++2 .
em que p=a+b\5 eq =c+dv2 coma b ¢ de Fo=Q. Diz-se que o corpo F° & obtido

de F mediante adjuncio de Ja .
Como ja dissemos, uma condicio necessaia para que um nimero seja construtivel &

gue ele possua uma extensio quadratica e seja raiz de um polindmio nio nulo, moénico e
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irredutivel. O seguinte teorema, denominado teorema da raiz racional, ¢ importante para
verificarmos se o polindmio € irredutivel.

Teorema da Raiz-Racional: Seja fum polindmio tal que Ax) =ax” +... +ax +ap£0. Se

L for raiz racional de flcomr e Zes € £2.{0} e r e s primos entre 1), entdo #\agp e 5\ay,.
5

Demonstracio: Se ié raiz de fix) entdo f(z] =0;
5 5

ou seja,

ag + ai(#s) .+ an_ 15"+ 75 =0.
Resolvendo essa ultima equacio temos que:

slapg + a;s”_lr+ . T ﬂn_[?'”_j.'i' +a, 7 =10
e logo

r(a}_s“_‘r +o4a_ s+ a,,r'"_I) = qgs"

Sendo assim, o primeiro membro da equacio ¢ multiplo de 7, pelo que também, o
segundo membro o ¢. Ou seja, #\aps”. Como. por hipotese, » e 5 sdo primos entre s1, € 5" tem
um nomero finito de divisores resulta que, ao fim de um numero finito de tentativas,
encontramos que #'ag. De modo analogo, se tivessemos dado a expressio

Sag a4+ ta st a, =0
a forma eguivalente
s{am"_‘r +o a7 ) = - a”

e efetuando um raciocinio analogo, concluiriamos que 5la,, como pretendiamos.

Podemos agora analisar a equagdo da trisseccdo do angulo, 1sto €, a equacio
X —3x—2b=0
Trissectar um angulo ABC significa procurar as raizes da equacao acima e verificar se

¢ construtivel.

M)
V

O

Figura 10: Interpretagdo geométrica da equacdo cubica de trisseccao do angulo.
Fonte: Sofiware Cabri Geometry
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O angulo a ser trissectado depende do valor de b. Considerando & = 0 na equagéo
acima obtemos:
X —3x=0,
que corresponde ao angulo de 90” (figura 10), que pode ser trissectado usando ferramentas
euchdianas, bastando para 1ss0, encontramos dngulos de 30%.
Devemos observar que a equagio cubica
¥—3x=0
nio & irredutivel permitindo ser escrita como o produto de dois polinémios, tais como
p()=x(x" = 3),
cujas raizes sdo, respectivamente, x = 0 e x=i\E que, como ja vVimos, 530 numeros
construtiveis.
O valor de x =+/3 se refere a um angulo de 60°. De fato, seja € = arc rgﬁ . logo

8 = 60" Como /3 ¢ construtivel concluimos que o angulo 6 = 60" & também construtivel. O

complementar do dngulo de 60° ¢ o angulo de 30° que é construtivel, pois cos30" = % g,

3
g = construtivel. Portanto o angulo de 90° pode ser trisseccionado utilizando-se régua nio

graduada e compasso.
Agora, fazendo, b =% a equacdo se reduz a ¥’ — 3x — I = 0. Para obtermos a equacio
da trissecciio do angulo fizemos, sem perda de generalidade, o lado AF do dngulo ABC valer 1

1 i i
e, fazendo agora b= 3 temos o seguinte tridangulo retangulo:

|

Figura 11: Trissec¢do do angulo de 60 .
Fonte: Software Geogebra
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rag{a:x):i:ﬁ . logo cx=m'm'agq"§= ou seja, @=060°. Sendo assim, o angulo que

1
2

pretendemos dividir € o de 60°. Queremos, portanto, dividir o dngulo de 60° em trés partes
1guais. Neste caso, cada angulo tera medida de 20°.
Da trigonometria temos a seguinte relacio:
cos(3a) = 4cos’ (@) — 3cos(a)
Aseim

cos(60%) = cos(3% 20%) = 4cos” (207) — 3cos(20%)
Como cos(60°) = % temos que:

8cos” (20°) —6cos(20%) =1
Entdo, cos(20) & solucio da equacio do tipo 3_}’3 — v — 1 = 0. Fazendo y = 2x
chegamos ao polindmio p(x) = ¥ -3 - I, donde Zcos(2()) é uma raiz de p(x). Apesar de
existir uma raiz para o polindémio monico e irredutivel p(x) esta, por sua vez, nio possui uma
extensio quadratica. Dessa forma, o numero Zcos(20) ndo € construtivel, sendo assim, nfo €
possivel construir o dngulo de 20° com régua ndo graduada e compasso, impossibilitando
dividir o angulo de 60° em trés partes iguais. Portanto, ndo € possivel dividir um angulo

qualquer com apenas ferramentas euclidianas.

CONCLUSAO

Nesse trabalho nos procuramos mostrar como a complementaridade entre a aritmética
e a geometria tornou possivel o esclarecimento das dificuldades encontradas pelos gregos no
problema da trisseccdo do angulo. Com a transformacgdo desse problema geométrico em um
problema aritmético e apoiado na teoria dos numeros construtiveis foi possivel afirmar a
impossibilidade de tal construcdo. Dessa forma fica evidente a importancia da

complementaridade entre a aritmética e a geometria na resolu¢ao de problemas.



VI Congresso Internacional de Ensino da Matematica

AT E; .
3 - N g 2

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BROUGHTON, J., & CARRIERO, J. Descartes. Porto Alegre: Artmed, 2011.
DESCARTES, R. Discurso do Método. Sio Paulo: Atica, 1989.
La Géométrie, 1886. Bibliothéque nationale de France. disponivel em:

<http://visualiseur.bnf.fr/CadresFenetre?O=NUMM-29040&]=2&M=tdm>. Acesso em: 05
de Maio de 2013.

EVES, H. Introducio a Histéria da Matematica. 3" ed. Trad. H. H. Domingues, Campinas:
Editora da Unicamp, 2002.

GONCALVES, A. Introducio a Algebra. Rio de Janeiro: IMPA: Projeto Euclides, 1979.
OLIVEIRA, A. J. Transformacoes Geométricas. Universidade Aberta, 1997.

PRECIOSO, J. C., & PEDROSO, H. A. Construcoes Euclidianas e o Desfecho de
Problemas Famosos da Geometria. Revista Ciéncias Exatas e Naturais , Vol. 13, 163-183,

2011.

SILVA, J. R., & SANTOS, R. Temas de Geometria nos Ensinos Basico e Secundario.
Aveiro: Universidade de Aveiro, 2007.

SOUSA, J. M. Trisseccio do Angulo e Duplicacio do Cubo: as Solu¢des na Antiga Grécia.
Dissertacdo submetida a Faculdade de Ciéncias da Universidade do porto, 2001.

STRUIK, J. D. A Concise History of Mathematics. United States fo America. Dover
Publications, 1987.



	Página 1
	Página 2
	Página 3
	Página 4
	Página 5
	Página 6
	Página 7
	Página 8
	Página 9
	Página 10
	Página 11
	Página 12
	Página 13
	Página 14
	Página 15
	Página 16

