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Resumo: Neste artigo apresento algumas discussGes sobre a linguagem utilizada por alunos do curso de
Licenciatura Plena em Matematica no tratamento de erros matematicos em processo de Modelagem Matematica.
A partir de registros recortados de atividades de Modelagem Matemaética realizadas na disciplina de Calculo II,
pude analisar as contribui¢des do uso da linguagem para o tratamento do erro matematico evidenciado no
processo de Modelagem Matematica.
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1 Introducéo

A preocupacdo com o ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial Integral, tem
origem na graduacdo quando a aplicacdo repetidas vezes de uma regra ou exercicios similares
que somados a experiéncia enquanto professora de Calculo me levou a questionar e refletir
sobre 0s conceitos matematicos e sua construcao.

Nesse cenario, passei a perceber a influéncia que a linguagem matematica interfere no
processo de ensinar e aprender o Calculo Diferencial e Integral, um dos ramos da Matematica
que é considerado ciéncia basica para 0s cursos das areas exatas, ou seja, € tratado como
linguagem basica e um capital que deve ser adquirido/incorporado pelo estudante. No entanto,
0s termos e simbolos matematicos utilizados “pegam” alunos de surpresa e saber utilizar a
linguagem matematica envolvida nesse contexto ndo reflete apenas a uma lista de regras e

procedimentos que os alunos devam seguir compulsivamente.
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O Célculo desde a sua origem, ja apresentava divergéncias que constam dos estudos de
Newton e Leibniz, por exemplo, na questdo da simbologia do Célculo Diferencial e Integral,
como mostra o quadro 1:

Quadro 1: Simbologia de Derivada e Integral

Matematico Derivadas Integrais

Newton y

Leibniz dy jxdy e _[ydx
dx

Muitas foram as tentativas de programar aulas de Calculo que dessem conta de dar

sentido aos conceitos, pois

Aprender Célculo Diferencial e Integral significa ndo apenas dominar as técnicas de
calculo, mas também, ter compreensdo dos conceitos, percebé-los no cotidiano e
saber utilizad-los como ferramenta para a solucdo de problemas do cotidiano.
(FERRUZZI, 2003, p.126)

Assim, busquei na Modelagem Matematica possibilidades de superar dificuldades no
ensino de Calculo, pois propde a criacdo de modelos matematicos a partir de uma realidade,
seja do cotidiano ou da propria matematica que podem ser materializados em estruturas

matematicas, para compreender melhor a realidade matematica das coisas.

Ou seja, encontrei na Modelagem Matematica um reflgio para lidar com as aulas de
Caélculo satisfatoriamente, de forma a ajudar os alunos a entender as ideias matematicas e me

fez compreender que

“é fundamental que os alunos saibam aprender, saibam que nunca vamos conseguir
ensinar ou mostrar toda a Matematica de eles vao necessitar. O que precisamos fazer
é habilitar os alunos aprender e a ter confianga em si proprios de que conseguirdo
fazé-lo.” (MEYER,CADEIRA e MALHEIROS, 2011, p.26)

No entanto foi cursando uma disciplina denominada Traducao de Textos Matematicos
que percebi que o uso da linguagem no processo de Modelagem Matematica é que permite
que se alcance a compreensdo dos conceitos, mais ainda quando esta compreensdo esta
associada a um erro matematico, seja ele simples ou complexo, discutido e amplamente
refletido pelos alunos em ambiente de ensino e aprendizagem a0 mesmo tempo em que 0S

habilita a aprender.



Assim organizamos este trabalho com o objetivo de analisar as contribui¢cdes do uso
da linguagem para o tratamento do erro matematico evidenciado no processo de Modelagem
Matematica. Para este trabalho fugimos da sequencia cartesiana que em geral se adota para
descrever resultados de pesquisas. Entdo optamos por entrelacar a teoria aos recortes
referentes a erros matematicos derivados de algumas experiéncias de Modelagem Matematica
desenvolvidas em duas etapas: exercicios de Modelagem Matematica e Experimentos em
Modelagem Matemaética, ambas com alunos de Calculo 11, do curso de Licenciatura Plena em
Matematica.

Na primeira etapa denominada exercicios de Modelagem Matemdtica, os alunos eram
convidados a fazer modelagem a partir de situacdes problemas e desta forma os conteldos iam
surgindo com a necessidade; e na medida em que 0s erros surgiam, estes iam sendo tratados.
Ja na segunda etapa os alunos escolheram temas de interesse tais como: Resfriamento de
Newton; Crescimento populacional de eleitores; Densidade; A morte de espermatozoides; A
deterioracdo do figado e Destilacdo da agua do sal, para fazer modelagem seguindo os passos
descritos por Bassanezi (2004).

Assim as analise os recortes feitos dos erros nesse processo se deu de forma a
compreender e analisar as contribuicdes do uso da linguagem para o tratamento do erro

matematico evidenciado no processo.
2 Linguagem e Erros Matematicos em processo de Modelagem Matematica

Na sequéncia apresento os recortes de erros cometidos pelos alunos do curso de
licenciatura em Matematica ocorridos em aulas de Calculos e o0s respectivos

desmembramentos devido a linguagem, a Modelagem Matematica e o repertéorio dos alunos.

Em um trecho dialogado entre a turma e uma aluna desenvolvendo seu raciocinio no
quadro, a passagem ocorrida da resolucdo de um problema sobre declividade, a Aluna E
registrou:

dy ... dy dy 2
— =3y = |—=|dx eescreveu | — =1In(3 1
=3 jsyz | jsyz (3y*) (1)

Para o caso (1), a maioria da turma se manifestou dizendo que o procedimento estava

errado e o Aluno O acrescentou que a Aluna E deveria ter utilizado a regra da poténcia

n+1

[Iu".du _u 1 + c] organizando da seguinte forma no quadro:

n+



—2+1 -1

1
2gy=3  4c=Y 4c=—Z1c
Iy y —-2+1 -1 y

d
Quando a Aluna E foi questionada sobre por que j# = In(3y2) , essa aluna deu a
seguinte explicagdo:
d
“Eu disse que j# =In(3y?), porque ja tinhamos utilizados outras vezes

) o d
jﬂ =In|y|, entdo achei que a regra serviria para I# ”
y

Tal evidéncia nos faz constatar que “saber o que a regra prescreve significa saber o

que ¢ uma aplicagdo correta da regra” (SEGATTO, 2010 p.140).

E fazer sentido das regras e suas palicacdes é apenas uma das maneiras de reabilitar a
matematica € para analisar seus erros com eles (para entender o que aprenderam) e deixa-los a

descobrir o significado de que eles escrevem de acordo com BARUK (1985).

Como ocorreu confusdo na utilizagdo das duas regras, os alunos foram convidados a
utilizar a operacdo inversa (diferenciacdo) para confirmar e esclarecer as regras. Foi quando a

propria Aluna E percebeu que quando diferenciava a fungdo In(3y?) ela ndo obtinha a

1 . .
funcéo VR mas sim outra funcao 3, permitindo que a turma compreendesse que
y y

dy 2 .12
'[W;tln(By ), pois W?ﬁ;

Assim, consegui que os alunos utilizassem o recurso do quadro na construcdo dos
modelos matematicos, o que permitiu maior didlogo entre os eles, enriquecendo e
fortalecendo as discussfes matematicas entre os mesmos, fazendo uso de uma linguagem
acessivel a eles, pois “a gente acaba se entendendo, pois a nossa linguagem é diferente”

(informacdo verbal)..

O quadro branco, neste caso, assumiu o papel de aglutinador dessa linguagem
defendida pelos alunos, pois percebi que a linguagem aproximou a forma como eles pensam

com a linguagem matematica. Tal fato reforca que para que os alunos entendam o que



aprendem é deixa-los descobrir o significado do que eles escrevem e analisar seus préprios

erros, segundo Baruk (1985).

Outro exemplo que merece atengdo, consta da identificagdo de uma situacdo que

envolvia a mistura de agua e acetona, registrado pelo aluno T da seguinte forma:

No registro 1, o aluno considerou uma situagcdo em que: havia em um tanque 20 litros
de solucdo (20% acetona e 80% agua), onde entrava 40% de acetona numa razao de 5 I/min
(mexendo-se constantemente para tornar a solu¢cdo homogénea) e saia solu¢do numa razdo de

3l/min.

Registro 1 — Registro, do Aluno T, sobre a
hipotese do problema de mistura de agua e
acetona.

Fonte: Aluno T (2008)
Ao iniciar o didlogo com a turma, o aluno em questdo disse que: “A esséncia dos
problemas com misturas ¢ concentracdo do que entra e do que sai”, ou seja, “a variacdo da
acetona com o tempo passado € uma diferenca entre 0 que entra de acetona no recipiente e o

que sai”.

Ao construir a hipotese da situacdo, o aluno foi questionado pelos outros alunos sobre

0 porqué da saida corresponder a .3, eo0 aluno T respondeu com a ajuda do Aluno B:

0+2t

“_Se entra 40% de acetona de uma quantidade de solucdo de 5 litros, entdo temos entrando

40%x5, ou seja, entra 2 litros de acetona por minuto.”
“Como ndo sabemos o percentual de saida, mas conhecemos quanto ja temos no tanque, entao

&.-.203»[5-3)&

q\‘k;zﬁ

escrevemos - 0 FEE >,



t =0 — temos 20 litros de solucdo

t=1min — 20 (entra 5litros de solucéo e sai 3)
t=2min — 20 (entra 10 litros de solugéo e sai 6)
t =3min — (entra 15 litros de solucdo e sai 9)
Nessa linha de raciocinio, temos:

t=0 »>20+0-0

t=1 >20+5-3

t=2 >20+10-6

t=3 >20+15-9

Entéo:

t=0->20+0 —» 20 + 2x

t=1 >20+2 > 20+ 2x

t=2 > 20+4 > 20+ 2x

t=3 >20+6 > 20+ 2x

t=t - 20+2x t

O Aluno B completou dizendo que na verdade estava implicito ai o conceito de

fracdo, desenhando para exemplificar:

. . 3 .
E disse: “Nesse caso, temos 3 quantidades para um total de 5, ou 4 ou seja, a parte

pintada corresponde a 60% de 5 quantidades. E s6 lembrar de fracdo que a gente entende a

hipdtese”, completando que como o total é 20 + 2t, vai existir uma quantidade A que depende

do tempo adotado, logo, temos uma quantidade A do total de (20 + 2t), ou seja, que

20+ 2t

representa o percentual. Nesse caso, ¢ soO multiplicar por 3/min (que € a vazao de saida).”



Fica claro no trecho apresentado pelo Aluno B, que conceitos ndo compreendidos nas
séries iniciais podem interferir na construcdo de uma hip6tese matematica, por mais simples

que ele seja considerado, podendo ser caracterizado como um obstaculo didatico®.

E preciso entdo entender o que o aluno ndo entende. Este entendimento se reconhece
via linguagem, através da propria linguagem da matematica, bem como pela
compreensdo e interpretagdo desta linguagem pelo aluno. (SILVEIRA, 2008, p.102)

Apesar de a autora entender que esse processo é papel do professor intermedia-lo,
além deste os alunos fazendo uso de linguagem prépria podem também mediar 0 processo por
interacdo entre os saberes dos mesmos e as compreensdes acerca da linguagem matematica.

Além disso, tal fato reflete a responsabilidade matematica dividida entre professor e alunos.

O uso de calculadoras cientificas em cursos de Calculo é necessario para validacdo ou
aceleracdo do processo, no entanto esta pode desencadear erros matematicos, por exemplo, do
uso de casas decimais, alguns alunos utilizam incorretamente o nimero decimal por ndo saber
fazer a leitura correta na calculadora. E o caso do modelo do Resfriamento de Newton
apresentado pelo Aluno N:

Registro 2 — Registro do Aluno N em relagdo ao erro de
notacdo cientifica.

/4
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Fonte: Aluno N (2008)
Para a notagéo cientifica —2,510459719.10°° que aparecia no visor da calculadora,
alguns alunos adotavam apenas —2,510459719, ignorando a poténcia negativa (-3). Como 0s

alunos tinham diferentes calculadoras, foi sugerido que todos efetuassem o procedimento para
verificar se alguma calculadora apresentava um resultado diferente. A partir dai, ocorreu o

conflito. Aluno N: “Como que as calculadoras podem apresentar resultados diferentes?”

Foi sugerido aos alunos que revisitassem as propriedades de poténcia e entdo o erro foi

2,510459719 - .
percebido de imediato (—T =—0,002510459719J, e verificado que a poténcia

que os alunos estavam ignorando invalidava o modelo.

Erros recorrentes e processos de Modelagem Matematica, dizem respeito a construcéo

grafica incorreta dos modelos, comprometendo a anélise do modelo. E o caso do modelo

® Erros matematicos que atingem uma quantidade significativa de alunos geram obstéaculos didéticos.



2

X
y =2.e 2, sobre declividade, que em um dos casos mais inadequados foi representado assim,
registro 3:
Registro 3 — Registro grafico da Aluna AG para o

modelo y =2.e 2

Fonte: Aluna AG (2008)

Nesse caso especifico parece que a aluna ndo se da conta de que se trata de uma
funcdo exponencial. Parecer evidente nesse contexto a aplicacdo da regra onde se faz a
substituicdo de valores aleatdrios para x, mas, no entanto como a primeira no¢do de funcéao
que os alunos aprendem no ensino basico € a linear, acaba que sem perceber 0s mesmos
“ligam” os pontos encontrados linearmente. Tal fato aponta que “conhecer o contetido
“funcdes” ndo € saber citar a defini¢do quantas vezes repetida em livros de matematica”
(CURY, 2007, p.73), mas “conhecer um fung¢do ¢é ter a ideia de como as varidveis se

comportam quando sdo “governadas” por uma determinada lei” (p.73)

Assim, quando o aluno tem a nocdo do comportamento da funcdo, este consegue
antever o que acontece com alguns pontos. Quando isto ndo acontece, uma possibilidade é
analisar o grafico plotado por um software, neste caso especifico o Modellus®, por permitir a

simulacdo de modelos matematicos.

A propria utilizacdo do Modellus pressupde Modelagem, uma vez que permite aos
alunos e professores realizarem experiéncias com modelos matematicos. Assim a aluna
supracitada, com o uso do software Modellus, percebeu divergéncias de representacao,

gerando um estado de reflex&o, pois é mais facil analisar a constru¢cdo de um conceito pelo
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Mediada Por Computador/UNICAMP — Universidade Estadual de Campinas



aluno, quando ele faz uma falta ou comete um erro, porque aparecem as diferentes

interpretacdes que ele faz de um objeto.(SILVEIRA, 2006, p.8)

Ou seja, quando o aluno apresenta um resultado correto, ndo significa necessariamente
que ele compreenda a regra matematica e ao cometer erros, gera-se a oportunidade de reflexao

dos conceitos matematicos envolvidos.

Tais evidéncias foram facilitadas pelo uso da Modelagem Matematica proporciona
muita reflexdo ao longo do processo, que diferentemente de se trabalhar tradicionalmente,
onde o estudo do Calculo valoriza repetidos exercicios semelhantes, 0 que gera respostas

mecanicas de procedimentos e formulas sem a preocupag¢do com o conceito das “coisas”.

Um exemplo peculiar da extensdo de repeticdo de regras reforcam erros matematicos
por negligéncia, como ocorridos no fato que segue. Cinco problemas foram apresentados aos
alunos e estes orientados a modelar trés por livre escolha, um usando a idéia de variaveis
separaveis e 0 mesmo problema pela técnica de EDO’s linear. O objetivo era verificar se os
alunos percebiam a possibilidade de duas técnicas para um mesmo problema e diagnosticar se

0s conceitos de EDO estavam compreendidos.

Somente dois alunos perceberam que poderiam usar a técnica de variaveis separaveis e
EDO linear para quatro dos cinco problemas. Apenas um dos problemas nédo se tratava de
uma EDO linear. Este fato ndo foi percebido por nenhum aluno, onde a grandeza velocidade
estava elevada ao quadrado(v 2), descaracterizando a equagdo como sendo linear,
caracterizando neste caso um obstaculo didatico, onde 100% dos alunos ndo conseguiram

resolver o problema, registro 4.

Registro 4: Erro cometido ao aplicar a
técnica de EDO’s linear para uma
equacdo ndo linear.
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Fonte: Pesquisa de campo, 2008



O registro 4, mostra um problema que foi equacionado corretamente por todos 0s
alunos, mas que, no entanto todos os alunos ndo identificaram a equagdo como sendo n&o
linear. Este erro cometido pelos alunos foi identificado por eles posteriormente como sendo
uma “gafe”, alegando que estavam t3o impregnados com EDO’s linear que nido se deram
conta da ordem. Neste caso,

O erro do aluno nos possibilita perceber de forma mais clara as modificacGes de um
conceito. Mas ndo é todo erro que mostra a construgdo de um novo conceito. Ainda
que o erro analisado seja reconhecido pelo aluno, esse erro pode ser uma negligéncia
ou um lapso. Se o aluno ndo reconhece o erro como erro, ele tem a iluséo de que esta
certo. A compreensdo que o aluno faz do conceito dado pelo professor pode ser um
outro conceito surgido da sua interpretacdo. (SILVEIRA, 2006, p.15)

Tornar 0s erros observaveis selecionando e distinguindo-os € tarefa tanto do professor
quanto dos proprios alunos estimulados pelos professores, na medida em que reconhecemos
que o erro também é uma forma de conhecimento, pois por meio dele podemos conhecer o
certo, pois muitos dos erros cometidos por alunos de Matematica sdo devidos a linguagem
utilizada pelo professor, a compreensao das sentencas matematicas pelos alunos, as relagdes

estabelecidas com ou pela matematica, a linguagem matematica em si, e outros.

O estudo do erro ndo se limita apenas a identifica-lo através da comparacdo das
respostas dadas como padrdo esperado, mas buscar as possiveis causas;
considerando para isso, os conhecimentos que cada erro manifesta e a ‘distor¢éo’
em relacdo ao conhecimento esperado (MIRANDA, 2006, p. 26).

Nesta perspectiva de erro proposta pelo autor, o tratamento do erro se encaixa ao
processo de Modelagem Matematica no ensino, pois a Modelagem Matematica pressupde
investigacdo, e investigar pressupde reflexdo sobre o que se investiga. Ao refletir em
Modelagem Matematica, consequentemente o erro também serd refletido, pois “saber o que ¢é
certo é saber o que ¢ errado” (MIRANDA, 2006, p. 23), ou seja, oportunizar aos educandos a
aquisicdo de conhecimentos, passando pela superacdo de erros cometidos no processo de

Modelagem Matematica, fazendo uso de linguagem adequada.

Ainda neste processo de construcdo/reconstrucdo de conhecimento é evidente a
tomada de consciéncia de responsabilidade na busca de compreensdo dos conceitos

matematicos.
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