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RESUMO:

Neste artigo trataremos da abordagem do conceito de ndimero irracional nos livros didaticos de matemética dos
anos finais do Ensino Fundamental tendo como referéncia a histéria da matematica. Objetivamos mostrar que a
introducdo do conceito de nimero irracional nos referidos livros é realizada com certa dificuldade e que ha
subsidios didaticos e histéricos como o processo da antifairese contida nos elementos de Euclides que pode
contribuir para esta introducdo. Tal fato nos remete exatamente ao momento histérico da transicdo das grandezas
comensuraveis para as grandezas incomensuraveis vivido pelos matematicos gregos em meados do primeiro
Milénio a.C. e revivido, ndo mais do ponto de vista matemético, mas sim do pedagdgico quando este contetido é
apresentado na segunda metade dos anos finais do ensino fundamental.

Palavras Chaves: Livro didatico. NUmeros irracionais. Antifairese. Historia da matematica.

INTRODUCAO

Qual a causa da introducdo do conceito de numero irracional nos dias atuais ser
apresentada, na maior parte dos Livros Didaticos do Ensino Fundamental de matematica, por
meio apenas do Eixo Numeros e Operacdes? O fato de chamarmos de “ndmero irracional” as
grandezas incomensuraveis teria influéncia neste sentido? Quais os beneficios de uma
articulacdo entre a geometria e a aritmética para a introducdo de tal conceito numa perspectiva

historica?

As indagacdes anteriores refletem nossa inquietacdo com relacdo aos Livros Didaticos

de matematica dos anos finais do Ensino Fundamental no que diz respeito a abordagem inicial
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do conjunto dos numeros reais. O interesse pela tematica eclode, a principio, de
questionamentos advindos da nossa prdpria pratica pedagdgica tanto na Educacdo Bésica
como na docéncia do Ensino Superior no que diz respeito a utilizagdo do Livro Didatico de
matemaética. Por outro lado, os questionamentos que surgiram durante as aulas da disciplina
Tépicos em Histéria da Matematica no Programa de Poés-Graduagdo em Educagao
Matemética e Tecnoldgica da Universidade Federal de Pernambuco (PPG - EDUMATEC -
UFPE), no segundo semestre de 2011 ministradas pelo Professor Dr. Fernando Raul de Assis
Neto, potencializaram nosso desejo inicial sobre o aprofundamento na tematica da descoberta
da incomensurabilidade, o que nos levou a outras duas pesquisas anteriores (SOUTO, 2010) e
(ARAUJO, 2011). Na primeira € feita uma investigagdo em nove colecdes de livros didaticos
de matematica do Ensino Fundamental aprovados pelo Plano Nacional do Livro Didéatico
(PNLD 2007) e cinco colecbes de livros didaticos de matematica do Ensino Médio do
Programa Nacional do Livro Didéatico para o Ensino Médio (PNLEM 2008), sobre como o
conceito de nimero irracional é organizado; que registros de representacdo sdo empregados e
como essa organizacdo se propde a promover a aquisicdo do conhecimento de numero
irracional. Na segunda pesquisa € apresentada uma proposta didatica, na qual consta uma serie
de atividades para serem aplicadas em processos de formagdes continuadas com a finalidade

de introduzir o conceito de nimero irracional com base na Histéria da Matematica.

A hipotese desta pesquisa aponta que a forma com que a tematica dos nimeros
irracionais é tratada nos Livros Didaticos de matemética ndo é, do ponto de vista didatico,
satisfatorio. Em nossa andlise critica das colecfes aprovadas pelo Plano Nacional do Livro
Didatico (PNLD 2014), presente em nossa pesquisa de mestrado, em fase de concluséo, fica
claro que o problema em tela ndo é de ordem matemaética, mas sim, de ordem didatica. Ou
seja, 0 conjunto dos numeros reais € conhecido, mas é necessario que seja apresentado aos
estudantes dos anos finais do Ensino Fundamental que ainda ndo o conhecem. Tal fato nos
conduziu a uma analogia: os estudantes deste nivel de escolaridade se encontram em um
momento filos6fico semelhante aos mateméticos gregos de meados do primeiro Milénio a.C.,

no que se refere ao estagio histdrico da descoberta das grandezas incomensuraveis.

O objetivo geral de nossa pesquisa a qual originou a escrita deste artigo é, portanto,
investigar a introducdo do conceito de nimero irracional nos livros didaticos de matematica
da segunda metade dos anos finais do Ensino Fundamental, ou seja, oitavo e nono ano das
colecBes aprovadas pelo Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD 2014) & luz da histéria da

matematica. Porém, para este artigo, apresentaremos nossa pesquisa referente ao PNLD 2011,



tendo em vista que, até 0 momento da submisséo deste trabalho, o PNLD 2014 ndo havia sido
publicado. Os objetivos especificos estdo elencados a seguir: investigar como a histéria da
matematica pode contribuir para elucidar a introducdo do conceito de nimero irracional;
verificar se as notas histdricas contidas no Livro Didatico contribuem para o entendimento
dos ndmeros irracionais; mostrar como o processo da antifairese pode servir como
instrumento introdut6rio para o conceito de nimero irracional. Ndo é nosso interesse realizar
uma Sequéncia Didatica que atenda ou resolva o problema da introducdo do conceito de
nimero irracional, mas adentrar, sobretudo, no universo da Histéria da Matematica com a
finalidade de verificar quais os recursos e contribuigdes que ela nos fornece disponibilizando-
0s, em seguida, para possiveis construcdes de Sequéncias Didaticas em pesquisas posteriores
corroborando com a nossa assertiva, ou seja, a dificuldade da introducdo do conceito de

namero irracional na segunda metade dos anos finais do Ensino Fundamental.

O presente trabalho é de carater bibliogréafico e anélise documental. Esse material, por
sua vez, podera ser encontrado em livros, artigos, revistas e periddicos que tratem do tema
abordado pela pesquisa além de documentos oficiais, relacionados a educacéo brasileira, que

abordam a linha de pesquisa de Didatica da Matematica relacionada & Histéria da Matematica.
OS NUMEROS IRRACIONAIS NOS LIVROS DIDATICOS

Encontramos convergéncia de opinido em (PEREIRA, 2005; PASQUINI, 2007,
SOUTO, 2010; ARAUJO, 2011) os quais s0 unanimes na afirmacio de que esta tematica
tem grande relevancia e serve de alicerce para a matematica do Ensino Superior e que a gama
de dificuldades tradicionalmente apresentadas na literatura deve-se, em grande parte, a falta

de habilidade com os nlimeros irracionais.

Quanto a abordagem inicial dos nimeros irracionais por parte do Livro Didatico de
matemaética, Gratuliano (2006) observou que a definicdo de nimero irracional se d& no oitavo
ano do Ensino Fundamental, porém o conteido volta a ser revisitado no nono ano do Ensino
Fundamental “através de regras para operar com os radicais”, mas que ndo possibilita para o
estudante a percepgao da utilidade deste conteido. Ainda na observacdo de Gratuliano (2006),
os estudantes do Ensino Médio “ndo conseguem entender que o conjunto dos numeros
irracionais € parte dos nimeros reais, ficando sua aplicagdo restrita a racionalizacdo de

denominadores”.



Na Otica de Baroni e Nascimento (2005) o fundamento da Anélise Real depende de um
entendimento sélido dos ndmeros irracionais. Partindo do pressuposto anteriormente citado
sobre a importancia deste conjunto numérico, Souto (2010) afirma que, em geral, a
abordagem dos Livros Didaticos ndo privilegia um aprofundamento conceitual tendo em vista
que as atividades séo tratadas, em sua maioria, de forma mecénica. De acordo com Miguel
(1993), os numeros irracionais sdo tratados nos livros didaticos de mateméatica como “um
amontoado de regras” com uma finalidade operatoria sem uma “justificativa convincente” o
que resulta em uma falta de interesse por parte dos estudantes. Nao ficam claras, na Gtica
deste autor, a utilidade, o desafio e as aplicacbes deste conteddo havendo ainda, uma

desconexdo com os demais temas do programa de matemaética.

Neste aspecto, de articulacdo com outras areas da matematica, (PASQUINI, 2007)
apresenta uma proposta de introdugdo dos numeros irracionais através de medicOes e
comparagdes de segmentos. Nos chama bastante atencdo os dados da pesquisa de (PEREIRA,
2005) que analisou livros didaticos do final do Século XIX e do século XX verificando que,
com o passar do tempo, houve uma auséncia da nogdo de medida como fator de introdugdo
para 0s nimeros irracionais. Na pesquisa acima citada, verificou-se que apenas um dos sete
livros analisados tratava sobre o tema das grandezas incomensurdveis com exemplos e

demonstracdes geométricas.

O fato dos numeros irracionais serem tratados, na maioria dos casos, apenas como
nimeros e ndo como medidas, segundo as fontes acima pesquisadas, trouxe-nos uma
inquietacdo que nos leva, inevitavelmente, a uma investigacdo histdrica com vistas a

reconstrucdo do conceito de nimero irracional.

Para Boyer (1996) antes que a algebra moderna chegasse ao seu advento, o livro X dos

Elementos de Euclides era o mais admirado. Nele estdo classificados sistematicamente os

segmentos incomensuraveis, escritos hoje em notacdo moderna, do tipo a ++/b, Va + b,

\/ai\/E e \/\/Ei\/E, com a e be Q. Estruturas algébricas muito comuns nos livros
didaticos de matematica do Ensino Fundamental. Contudo, na visdo deste autor, 0 matematico
grego Euclides, no livro X se referia, na verdade, a geometria e ndo a aritmética. Ainda
segundo Boyer (1996), o livro X trata exatamente sobre 0s nimeros irracionais e, além das
115 proposicOes, fato que sobrepuja os demais livros, encontra-se, no livro X, teoremas

equivalentes para racionalizagdo de denominadores das fracdes da forma a/ (b i\/E), e

al (\/E + \/E)



E interessante ressaltar também a importancia do Livro Didatico para estudantes e
professores. No caso especifico do Ensino da Matematica, o livro utilizado como guia para 0s
estudantes da idade média até o inicio do Século XX era o préprio Elementos de Euclides.
Com o passar dos tempos, os livros didaticos assumem um papel estratégico no contexto
pedagdgico com grandes inovacoes objetivando um melhor entendimento dos contetdos. Para
Gérard; Roegiers (1998) o livro didatico, dentre outros varios aspectos positivos, deve
“ultrapassar os limites de transmitir conhecimentos de forma linear que ndo leve em

consideracéo o real percurso e interesse do aluno™.
CATEGORIAS DE ANALISE EM RELACAO A HISTORIA DA MATEMATICA

Segundo Jankvist (2009), a historia da Matematica é dividida em duas concepgdes ou
classes, a saber: Historia da Matematica como ferramenta e Histéria da matematica como
meta. A primeira diz respeito ao fato da Historia da Matemaética ser encarada como um
instrumento ou ferramenta didética enquanto que a segunda concepgdo ou classe se refere a
sua utilizagdo como um fim em si mesma, um objetivo, uma meta. Jankvist (2009, p.16). Na
Gtica de Jankvist (2009), independentemente do modo com que a historia da matemaética seja
encarada ha trés categorias que sempre estardo presentes como ji vimos acima e trataremos
delas a partir de entdo: Abordagem de Illuminagdo, Abordagem Modular e Abordagem

Historica.

A Abordagem de lluminagdo consiste em informagdes historicas pontuais ou
suplementares que segundo Tzanakis e Arcavi (2000) apud Jankvist (2009, p. 247) S&o
“informacdes factuais isoladas” ou “trechos historicos”, os quais podem ser nomes, datas,
obras famosas e eventos, gréficos de tempo, biografias e problemas famosos. Ha também
questdes como anedotas e contos entre outros semelhantes se enquadram nesta categoria. Este
tipo de abordagem é muito frequente nos livros didaticos e, geralmente aparecem nas

introducdes ou nas partes finais dos capitulos dos referidos livros.

Ja a Abordagem Modular se refere a “unidades de ensino dedicadas a histéria e,
muitas vezes, elas se baseiam em casos”. (JANKVIST, 2009, p. 12). Segundo este autor o
termo “mddulo” é devido a katz e Michalowicz (2004). Estes mddulos possuem fortes lagos
com o curriculo, mas ndo necessariamente o seguem a risca. Ocupam dois ou trés periodos de

aula e geralmente ja devem estar e planejados e prontos para a sua utilizagdo em sala de aula.



Abordagem Historica por sua vez é uma categoria que prop6e uma imersdo no
contexto histérico também chamado de abordagem genética. Neste tipo de abordagem ha uma
investigacdo mais acurada do cenério e das circunstancias que estavam por tras do fato em si,
possibilitando assim uma reconstrugdo ou reconstituicdo do momento vivido pelos atores em
suas situacdes numa tentativa de uma aproximagao cada vez maior possibilitando ao estudante
a descoberta do conceito. E, portanto, esta categoria, que mais se enquadra em nosso percurso

metodoldgico.

BREVE PANORAMA HISTORICO
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Acreditamos que a Histéria em geral foi, e é naturalmente concebida com a
contribuicdo de todos os povos e culturas ao redor do mundo nas mais diversas épocas da
odisseia humana. Em nosso caso, a Historia da Matematica também segue 0s mesmos passos,
e ndo seria uma historia separada da Historia geral como conhecemos, mas uma vertente desta
jé citada ciéncia. Todavia, do ponto de vista documental, por diversos motivos, a matemética
grega é sem sombra de duvidas a maior fonte de contribuicéo e, sobretudo, de influéncia sobre
0s matematicos das geracOes subsequentes espalhados por todo o mundo até os dias atuais.

Ao tratar dessa tematica D’ Ambrésio afirma:

Ao abordar o conhecimento matemético e tomar como referéncia a ciéncia académica,
estamos focalizando uma determinada regido e momento na evolugdo da humanidade.
De fato, ao nos referimos a Matematica estamos identificando o conhecimento que se
originou nas regides banhadas pelo Mar Mediterraneo. Mesmo reconhecendo que
outras culturas tiveram influéncia na evolucdo dessa forma de conhecimento, sua
organizagdo intelectual e social é devida aos povos destas regifes. Por razles varias
razdes, ainda pouco explicadas, a civilizacdo ocidental, que resultou dessas culturas,
veio a se impor a todo planeta. Com essa hegemonia, a Matematica cuja origem
remonta as civilizagdes mediterraneas, particularmente a Grécia antiga, também se
impds a todo o0 mundo. Uma afirmagdo muito frequente é que a Matematica é uma so,
é universal. (D’Ambraésio, 2004, p. 39)

Segundo Eves (2004), a Grécia dos ultimos séculos do segundo milénio a.C.,
proporcionou a0 mundo uma experiéncia de mudangas significativas e transformadoras nos
cenérios da politica e da economia. Nesta época, de grande avango comercial e, sobretudo,
intelectual, com o surgimento de escolas de pensadores denominadas “academias”, comegam
a langar os primeiros fundamentos da matematica da forma como a conhecemos atualmente.

Nas pragas ou “agoras” onde era praticado o comércio, também eram encontrados varios



pensadores, 0s quais discursavam e ensinavam regularmente propagando suas ideias.
Naturalmente, nas “agoras” transitavam povos de muitos outros lugares, fato que
potencializou a propagacdo dos saberes filosoficos daqueles sabios gregos como podemos

constatar a segu ir:

A despeito da desunido politica, da escassez de alimentos, da superpopulacdo e do
quase permanente estado de guerra, o Periodo Helénico grego (800 — 336 a.C.)
testemunhou realizagBes intelectuais extraordinarias. Nas “agoras™ de Atenas e de
outras cidades-Estado, os fildsofos ensinavam seus discipulos e langcavam novas
ideias. Foi nessa época que se escreveram histdrias reais pela primeira vez: a descrigao
otimista das gloriosas vitérias gregas sobre os invasores persas feitas por Herodoto
(4847 — 424? a.C.) e o relato angustiado da luta fraticida entre Esparta e Atenas foi
feita por Tucidides (460? — 400? a.C.). Foi também nesse periodo que se assistiu pela
primeira vez ao emprego do raciocinio dedutivo em matematica — o que se deve a
Tales de Mileto (640? — 564? a.C.) e Pitagoras (586? — 500 a.C.). (Eves, 2004, p. 92).

Partindo para o contexto especifico da matemética grega da fase final do segundo
milénio a.C. segundo Eves (2004) a principal fonte de informagdes com relagdo ao inicio da
matematica grega € o Sumdrio Eudemiano, de autoria de Proclo Licio, um filésofo
neoplatonico do Século V d.C., nascido na regido da Licia tendo, posteriormente, ido para
Atenas tendo ali permanecido até o fim de seus dias. O Sumario Eudemiano é, portanto, um
resumo de como a matematica grega se desenvolveu desde o seu inicio até a época de
Euclides. Ainda segundo Eves (2004), ainda que Proclo tenha vivido ap6s o intervalo de
aproximadamente mil anos de distancia dos mais importantes acontecimentos da matematica
grega do Século V, ele teria tido ainda acesso a muitos trabalhos histdricos, hoje perdidos. O
titulo de tal obra, 0 Sumario Eudemiano deve-se exatamente ao matematico grego Eudemo,
discipulo de Aristoteles. Ainda no Sumario Eudemiano, encontramos os relatos das obras de
Tales de Mileto bem como os relatos sobre a obra do matemético cuja vida € cercada de
mistérios e supersticOes: Pitagoras de Samos. Como sabemos ndo se sabe com exatiddo sobre
a autoria dos ensinamentos deste matematico, se dele proprio ou se de seus discipulos ndo

sendo nossa intencdo adentrar por tal investigagdo no momento.
TUDO E NUMERO?

Para os pitagdricos todo o universo era constituido por nimeros inteiros e suas razdes.
Ou seja, as grandezas comensurdveis. Como sabemos, a escola pitagdrica é envolta por uma

grande névoa misteriosa devida & falta de documentos histéricos que comprovem a autoria das



afirmacdes atribuidas ao seu suposto lider. Eles acreditavam que todos os problemas da vida
poderiam ser solucionados com tais saberes. Naturalmente, a vida em seu curso natural foi
mostrando que nem tudo era como se pensava a principio. Segundo Boyer (1974), os nimeros
inteiros e suas razdes se mostraram insuficientes para demostrar propriedades basicas como a
relagdo entre o lado e a diagonal de um quadrado, bem como, lado e diagonal de um
pentagono, pois tais segmentos sdo incomensurveis. Por menor que seja a unidade adotada,

ainda assim, nunca havera uma medida comum entre estes segmentos anteriormente citados.

Sdo conhecidos muitos contos sobre a descoberta da incomensurabilidade, contudo,
segundo Boyer (1974), ndo se sabe exatamente quando ou como isto aconteceu. Uma analise
mais sensata sugere que esta descoberta ndo tenha sido motivo para escandalos ou conflitos,
mas que, de fato mereca lugar de destaque na Histdria da Matematica e na propria Histdria do

desenvolvimento intelectual humano.
A ANTIFAIRESE

Na Otica de Araujo (2011), os Elementos de Euclides apresentam duas formas distintas
para a teoria das propor¢des: uma versdo contida no Livro VI relacionada & razdo de nameros
inteiros e atribuida aos pitagoricos. A segunda, relacionada as grandezas incomensuraveis,
presente no Livro V, atribuida ao matematico platdnico, Eudoxo. O autor acima citado
comenta sobre o um método que poderia articular grandezas comensuraveis e

incomensuraveis.
Entendemos, entdo, que a reconstrucdo de Fowler, baseada no trabalho de Knorr,
propde a existéncia de uma teoria das razdes baseada no método das subtragdes
reciprocas que era capaz de tratar satisfatoriamente grandezas e nimeros. A essa

nogdo de razdo Fowler da o nome de razdo antifairética, com referéncia ao método de
antifairese, que significa, literalmente, subtragdes reciprocas. (Aradjo, 2011, p. 17)

Segundo Fowler (1999), a palavra de origem grega Antifairesis advém do verbo
antufairein (avbvaipewv) encontrado nos livros VII e X dos Elementos de Euclides. Significa
literalmente “subtrac@es reciprocas”, ou ainda “subtragfes mutuas”. Sendo assim, 0 processo
que realiza subtracbes mutuas, reciprocas ou repetidas € chamado, portanto, de “antifairese”,
enquanto que o resultado deste processo é chamado de “razdo antifairética”. O termo pode ser
fragmentado para um melhor entendimento do leitor como segue: Anto = reciproco; Hypo =
sub; Hairesis = tragcdo. Conforme verificado nos Elementos por Fowler (1999) este processo

era utilizado por Euclides para encontrar a maior medida comum entre duas grandezas como



também critério para a verificacdo da incomensurabilidade. O Autor acima citado afirma que
0 processo da antifairese ndo se da através da divisdo, mas sim, através da subtracdo. Sendo
assim, Fowler (1999), evita nomenclaturas modernas tais como “algoritmo de Euclides” e
“fracOes continuas”. Por um lado, o algoritmo de Euclides é baseado no processo de diviséo
enquanto que as fragBes continuas sdo concebidas através dos nimeros reais com processos

atuais e sofisticadas de generalizagdo de fragdes.

A proposta do autor acima citado se baseia numa abordagem diferente, ou seja, uma
abordagem heuristica. Uma abordagem que consiste em reconstruir os passos adotados pelos

gregos apoiados na aritmética e nas demonstracGes geométricas.
ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS

Foram analisadas de forma preliminar, em nossa pesquisa, as dez cole¢bes de
matemaética dos anos finais do Ensino Fundamental aprovadas pelo PNLD 2011 segundo
(BRASIL, 2010), de acordo com a tabela abaixo:

Tabela 01 — Titulos das dez colecBes aprovadas pelo PLND 2011 com o0s seus respectivos
autores e editoras:

Continua
TITULO DA OBRA AUTORES EDITORA
MATEMATICA Edwaldo Bianchini Ed. Moderna.

A CONQUISTA DA MATEMATICA José Ruy Giovannie  Ed. FTD.
Benedicto Castrucci

APLICANDO A MATEMATICA Alexandre Luis Casa Publicadora
Trovon de Carvalho  Brasileira.

MATEMATICA - IDEIAS E DESAFIOS Iracema e Dulce Ed. Saraiva.

MATEMATICA Luiz Mércio Imenes  Ed. Moderna.

e Marcelo Lellis

Fonte: pesquisa bibliografica PNLD 2011



Tabela 01 — Titulos das dez cole¢des aprovadas pelo PLND 2011 com 0s seus respectivos
autores e editoras:

Conclusao

TITULO DA OBRA AUTORES EDITORA

MATEMATICA E REALIDADE G. lezzi, O. Dolce, e  Ed. Saraiva.
A. Machado.

MATEMATICA NA MEDIDA CERTA José Jakubovic e Ed. Saraiva.
Marilia Ramos
Centurién

PROJETO RADIX - MATEMATICA Jackson Ribeiro Ed. Scipione.

TUDO E MATEMATICA Luiz R. Dante Ed. Atica.

VONTADE DE SABER MATEMATICA  Joamir Souza e Ed. FTD.

Patricia M. Pataro

Fonte: pesquisa bibliografica PNLD 2011

Nesta andlise preliminar, analisamos os livros do PNLD - 2011, como ja fora dito
anteriormente, pelo fato do PNLD - 2014, nosso foco principal, ainda néo ter sido publicado

até o momento da submisséo deste artigo.
CONSIDERACOES

Acreditamos que o presente estudo possa contribuir para uma reflexdo no que diz
respeito & forma com que os nimeros irracionais sdo introduzidos nos anos finais do Ensino
Fundamental através dos Livros Didaticos de matematica. Como ja dissemos anteriormente,
entendemos que o problema desta pesquisa ndo é de ordem matematica, mas sim de ordem
didatica. Contudo hd uma estreita relago filosdfica em que os estudantes da segunda metade
dos anos finais do Ensino Fundamental se deparam com a transicdo de grandezas

comensuraveis para as grandezas incomensuraveis.

Neste aspecto, surge o desafio docente, aliado ao Livro Didatico, de apresentar o
conceito de numero irracional numa perspectiva plural, multifacetada, langando méo dos mais
variados recursos para tal feito. Em nosso caso, propomos uma abordagem historica que
contempla uma interface entre a geometria e a aritmética, tendo como elo o processo historico

da antifairese.
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