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Resumo:

O presente texto apresenta um recorte de uma pesquisa em andamento que busca investigar a
contribuicdo das tecnologias para criacdo de ambientes de aprendizagem favoraveis a producdo do conhecimento
matematico acerca de fungdes de vérias varidveis. Neste texto descrevemos e comentamos uma atividade
desenvolvida com alunos da disciplina Calculo Diferencial e Integral I1l, com o objetivo de explorar gréficos e
dominios de fungdes de duas variaveis, utilizando o software MAXIMA. Para planejamento das atividades e
interpretacdo dos resultados utilizamos a perspectiva de que o conhecimento matematico é produzido por
coletivos de seres-humanos-com-midias. Os resultados parciais indicam contribuicbes das midias utilizadas,
especialmente no que diz respeito as possibilidades de manipulacdo das imagens e de visualizacdo, para

construgdo de conhecimento pelos alunos acerca do dominio de fun¢des de duas varidveis.

Palavras-Chave: Funcdo de duas Variaveis. Tecnologias Digitais. Seres-humanos-com-midias. Software
MAXIMA.

1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos uma pesquisa que esta sendo desenvolvida pelo primeiro
autor e orientada pela segunda, no ambito do Mestrado Profissional em Educacdo Matematica

! Mestrando do Programa de Mestrado Profissional em Educacdo Matematica da Universidade Federal de Ouro
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da Universidade Federal de Ouro Preto e que tem como objetivo principal investigar as
contribuigdes da utilizacdo das tecnologias digitais para a construgdo do conhecimento
matematico acerca das funcbes de varias variaveis.

O interesse pelo tema da pesquisa vem da experiéncia de atuacdo docente do
pesquisador (primeiro autor desse trabalho), no ensino superior nas disciplinas de Célculo
Diferencial e Integral® nos cursos de Engenharia. Alguns fatos que provocaram inquietacdes
foram: o elevado numero de alunos que chegam ao ensino superior sem uma formacao sélida
na matematica basica, o alto indice de reprovacdes desta disciplina, as dificuldades de
aprendizagem e de atribuicdo de significados por parte dos alunos aos conceitos de Calculo e
as dificuldades para relacionar e utilizar os conceitos de Calculo em outras areas do curso. No
caso especifico de fungdes de varias variaveis, adicionam-se a estas dificuldades apresentadas
as relativas a transicdo do Calculo de uma variavel para o Calculo de varias variaveis.

Considerando a importancia do Calculo como disciplina bésica, presente em grande
ndmero de cursos superiores no Brasil, e também as dificuldades acima apontadas com
relacdo ao seu ensino, torna-se relevante pesquisar alternativas para o trabalho com a
disciplina.

2 Trazemos para este trabalho um recorte da pesquisa em andamento, focalizando
especificamente o desenvolvimento de atividades com uso do software MAXIMA* para
abordagem do grafico e dominio de fung6es de duas variaveis.

3 SOBRE OS FUNDAMENTOS TEORICOS DA PESQUISA

Essa pesquisa se fundamenta teoricamente nas publica¢Ges sobre o uso de tecnologias
digitais na Educacdo Matematica e particularmente no ensino de Calculo. As pesquisas sobre
ensino de Calculo também serdo consideradas, especialmente as que se referem ao Célculo de
funcdes reais de varias variaveis.

Sobre as tecnologias, pode-se dizer que estdo presentes nas atividades diarias e
também no cotidiano de alunos e professores. Em nossa atuacdo docente nos deparamos com
a presenca cada vez maior de celulares, tablets e computadores nos contextos escolares.
Entendemos que a simples presenca da tecnologia ndo garante melhoras no ensino. Para

Machado (2008) as tecnologias digitais tém influenciado e provocado mudangas nas formas

¥ Usaremos daqui em diante a palavra “Calculo” para nos referirmos ao “Calculo Diferencial e Integral”
* Disponivel em http://maxima.sourceforge.net/
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de ver, utilizar e produzir Matemética. Uma das possibilidades de promover mudancas que
contribuam para a melhoria do ensino e aprendizagem da Matemaética é a constituicdo de
ambientes com a presenca de tecnologias nos quais os estudantes tenham oportunidade de
explorar situacbes novas, experimentar, testar suas conjecturas, favorecendo assim a
aprendizagem. Skovsmose (2000) caracteriza diferentes tipos de ambientes de aprendizagem e
entre eles os que d&o suporte a trabalhos de investiga¢do, os quais chama de “Cenarios para
investigagdo”. O autor destaca a possibilidade das tecnologias favorecerem o estabelecimento

desses cenarios:

Os computadores na educagdo matematica tém ajudado a estabelecer
novos cendrios para investigagdo (embora alguns programas fechados
tentem eliminar incertezas, ajustando as actividades ao paradigma do
exercicio). O computador desafiard a autoridade do professor
(tradicional) de matematica. Alunos trabalhando com, por exemplo,
geometria dindmica facilmente encontram possiveis situagdes e
experiéncias que os professores ndo previram ao planejarem a aula
(SKOVSMOSE, 2000, p. 66)

Entre as muitas possibilidades de uso das tecnologias favorecendo a aprendizagem da
Matematica estdo: a facilidade de obtencdo de respostas, as possibilidades de realizar
simulacOes e de efetuar calculos numéricos e algéebricos de forma cada vez mais réapida, as
possibilidades de visualizacdo, entre outras. Segundo Kawasaki (2008, p.43), “[...] parece
haver consenso entre educadores matematicos sobre o valor pedagdgico da visualiza¢do no
ensinar e no aprender e até mesmo no “fazer” Matematica.”

A ideia de que o computador oferece a possibilidade de observar processos de
construcdo de conhecimento matematico que ndo apareciam em outros ambientes € defendida
por Villarreal (1999). Para essa autora esses processos vao além do simples uso do
computador para resolver um determinado problema matematico, privilegiando a
compreensdo conceitual em vez da aprendizagem da técnica.

Borba e Villarreal (2005) defendem que o conhecimento é construido por coletivos de
atores humanos e ndo humanos. Apoiam-se nas no¢Ges de reorganizacdo do pensamento de
Tikhomirov (1981) e nas ideias de Levy (1993) referentes ao pensamento coletivo.

Levy (1993) utiliza a nogéo de tecnologias da inteligéncia para relacionar trés técnicas
gue estdo associadas a memoria e ao conhecimento: a oralidade, a escrita e a informatica.
Estas tecnologias da inteligéncia sdo consideradas extensGes da nossa memoria. De forma
analoga para Borba e Villarreal (2005) a informatica pode ser entendida como uma nova

extensdo da memoria:



A tecnologia da informacéo deve ser entendida da mesma maneira. E
uma nova extensdo de memoria, com diferencas qualitativas em
relacdo a outras tecnologias da inteligéncia, e torna possivel para o
raciocinio linear a ser desafiado por outras formas de pensar, baseada
em simulacdo, experimentacdo, e uma 'nova linguagem' que envolve a
oralidade, escrita, imagens, e comunicacdo instantanea (BORBA e
VILLARREAL, 2005. P. 22).

Para Borba e Villarreal (2005) um ponto comum entre as ideias de Tikhomirov (1981)
e Levy (1993) é que ndo deve haver dicotomia entre técnica e seres humanos. Dessa forma
coletivos formados por seres-humanos-com-midias devem ser vistos como a unidade basica
que produz conhecimento.

A respeito do Célculo de funcbes de duas variaveis Alves (2011) discute sobre o
processo de transicdo interna do Calculo de uma varidvel real para o Caélculo de varias
varidveis, estabelecendo uma comparacdo com a transicdo do escolar para o ensino da
matematica no ambiente universitario.

Aspectos relativos a esse processo de transicdo e a producdo de conhecimento
matematico por coletivos formados por seres-humanos-com-midias foram observados na

elaboracdo das atividades e subsidiardo a analise dos dados obtidos na pesquisa.

4 METODOLOGIA E CONTEXTO DA PESQUISA

A pesquisa de campo foi realizada no primeiro semestre de 2013, em uma Instituicdo
privada de Ensino Superior localizada no interior de Minas Gerais. A escolha para o
desenvolvimento da pesquisa nesta Instituicdo deve-se ao fato do pesquisador exercer suas
atividades docentes neste local. As atividades foram desenvolvidas nas aulas regulares da
disciplina Calculo Diferencial e Integral I1l, sob a responsabilidade do pesquisador, com a
participacdo de 43 alunos. Foram realizados 10 encontros para o desenvolvimento das
atividades, de acordo com o cronograma da disciplina. Parte desses encontros foi utilizada
para atividades com uso de tecnologias digitais e parte para discussoes e sistematizacdes de
contetdos em sala de aula, tendo como base as atividades desenvolvidas com utilizacdo de
software. Para os trabalhos os alunos foram organizados em pequenos grupos.

Os instrumentos utilizados para a coleta dos dados foram os relatérios produzidos
pelos alunos durante o desenvolvimento das atividades, questionarios respondidos pelos

alunos, provas escritas e a observacgao do pesquisador.



A andlise ainda ndo foi realizada e sera feita com base nos pressupostos da
metodologia de pesquisa qualitativa, considerando eixos identificados a partir do referencial

teorico escolhido ou outros que emergirem no processo de exame dos dados obtidos.
5 AESCOLHA DO SOFTWARE MAXIMA

O MAXIMA é um sistema de computacdo algébrica (CAS®) originado do Macsyma
que foi desenvolvido no MIT (Massachusetts Institute of Technology) nos anos de 1968 a
1982 como parte do Projecto MAC (Machine Aided Cognition). Trata-se um software livre de
licenca GNU General Public License (GPL), disponivel para diversos sistemas operacionais
como Windows e Linux. Desta forma é acessivel a comunidade académica.

Sendo um software tipo CAS viabiliza o tratamento simbolico, o que possibilita obter
resultados para boa parte dos contetdos usualmente trabalhados nas disciplinas de Célculo
como limites, derivadas e integrais de funcdes reais de uma ou mais variaveis reais. Além
disso, possibilita abordagens numeéricas e graficas. No caso especifico de funcbes de duas
variaveis, que € o interesse desta pesquisa, além dos calculos numéricos e algébricos, €
possivel esbocar e manipular gréficos em trés dimensdes, com diferentes possibilidades de
visualizacao.

O MAXIMA possui duas interfaces: WXMAXIMA e xMAXIMA. Por meio das duas
interfaces é possivel obter os mesmos resultados em termos de calculos e graficos. Porém a
WxMAXIMA ¢ mais interativa com 0 usuario e possui uma interface grafica que permite o
acesso as funcdes através de menus e caixas de dialogos. Na Figura 1, a tela do wxMAXIMA,
com a janela para a construcdo de um grafico de uma funcédo de duas variaveis. Na Figura 2, a
tela inicial da interface XMAXIMA.

Para essa pesquisa optamos pelo uso da interface wxMAXIMA, na versdo do 5.28 do
MAXIMA, pois consideramos que o aluno teria mais facilidade para utilizagdo, o que poderia
facilitar a manipulacdo e a exploracdo dos conceitos matematicos por meio das atividades
propostas, permitindo ao aluno “transitar” com objetos construidos nas formas algébrica,

numérica e gréafica.

> Computer Algebra System



Figura 1 - Tela da interface wxXMAXIMA
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Figura 2 - Tela da interface xXMAXIMA
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Fonte: Produg&o dos autores

Elaboramos atividades aproveitando os recursos que o software proporciona e, ao
mesmo tempo, estimulando a exploragdo pelos estudantes e a interacéo entre os participantes.
Entendemos que o ambiente construido, constituindo um coletivo seres-humanos-com-midias

pode proporcionar a elaboracdo de conjecturas e a construcdo de conhecimento matematico

acerca de funcdes de duas variaveis.



6 DESCRICAO COMENTADA DE UMA ATIVIDADE DESENVOLVIDA

As atividades foram concebidas considerando a possibilidade de construcdo de
conhecimento matematico em um coletivo constituido por seres-humanos-com-midias (Borba
e Villarreal, 2005) e ainda o fato de que cada membro desse coletivo de alguma maneira
condiciona a forma como esse conhecimento é produzido.

Assim o computador se insere nessa concep¢do de atividades, em particular o
MAXIMA, pelas razdes anteriormente mencionadas. Aproveitando os recursos do software
procuramos construir um roteiro para as atividades de modo que o estudante tivesse a
oportunidade de explorar os conceitos abordados e formular conjecturas. Vale ressaltar que
grande parte das atividades buscou a exploracdo inicial do conceito, antes que este fosse
trabalhado de modo tedrico. Entendemos que essa exploracéo inicial pode lancar bases para a
formalizagdo posterior. Dessa forma, alguns direcionamentos algumas vezes se fizeram
necessarios, porém sempre se abria espaco para exploracdes mais livres em momentos
posteriores.

Trazemos para este artigo a primeira atividade, relativa a funcdes de duas variaveis,
trabalhada com os participantes. Estes tinham tido algum contato com 0 MAXIMA no ano
anterior, abordando outros assuntos. A atividade, que foi realizada em dois dias, totalizando
quatro aulas no laboratorio de informaética, teve os seguintes objetivos: explorar gréaficos de
funcGes de duas varidveis utilizando as possibilidades de manipulacdo e visualizacdo
oferecidas pelo MAXIMA; identificar as funcdes definidas por expresses algébricas com
seus respectivos gréficos representados por superficies no R% compreender, identificar e
descrever o dominio de uma funcdo de duas variaveis, relacionando-o com uma regido do
plano Xy que pode ser uma regido limitada ou néo.

Apresentaremos a seguir alguns registros, comentarios e graficos que foram
produzidos pelos alunos durante a atividade. Esta foi elaborada na perspectiva de constitui¢éo
de ambientes de aprendizagem em que diferentes midias como a oralidade, a escrita e a
informaética constituem um coletivo de seres-humanos-com-midias e que, segundo Borba e
Villarreal (2005) pode provocar uma reorganizagdo do pensamento e, de alguma maneira,
condicionar a forma como o conhecimento é produzido. Os registros escolhidos para
apresentacdo foram alguns dos que, segundo nossa interpretacdo, evidenciam alguma

producdo de conhecimento matematico no ambiente constituido com as midias utilizadas.



Na primeira parte desta atividade foi solicitado aos alunos que esbocassem o gréafico
da funcdo f(x,y) = x* + y*considerando diferentes intervalos de variacio da variavel x e da

variavel y, escolhendo a melhor forma de visualizagdo do grafico. A Figura 3 a seguir

apresenta a “melhor visualiza¢do” apresentada por um dos grupos de alunos.

Figura 3 - Esbogos do gréafico da fungdo f(x,y)=x?+y?

Y242

Fonte: Producéo dos alunos

De acordo com os registros deste grupo em seu relatério:
“Na nossa opinido esse grafico é o melhor pois deu pra identificar os eixos e 0s

intervalos claramente”.

Para este mesmo grupo, a utilizacdo do MAXIMA para a construcdo de um gréfico de
uma func¢do de duas variaveis é valida pois:

“Observamos que os intervalos sdo visiveis e 0 grafico em 3d fica disposto de uma
maneira que nao poderia ser feito manuscrito.”

A segunda parte desta atividade foi explorar o grafico da funcdo

2 2
a(x, y)=cos(%)em diferentes intervalos centrados na origem. Foram propostas as

seguintes questoes:



o Considere os graficos eshocados da funcdo g(x,y) em diferentes intervalos de
X e de y. Vocé observa alguma modificacdo na aparéncia da superficie obtida? Existe mais de
um gréfico para a mesma funcdo g(x, y)? Explique.

o E possivel esbocar o grafico da funcdo g(x, y) para quaisquer valores de x e de

y?

A Figura 4 a seguir apresenta os esbo¢os de um dos grupos.

X2+y2

Figura 4 - Esbocos do grafico da fungdo 9(x,y)=co 100
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Fonte: Producéo dos alunos

Sobre a aparéncia da superficie este mesmo grupo responde:
“Observamos que de acordo com o que alteramos o intervalo o grdfico muda

completamente a aparéncia.”

E com relagdo a pergunta se existe mais de um grafico para a mesma fungéo, o grupo
responde:



“Ndo. O que ocorre é quando vocé altera os intervalos a representacdo grdfica
muda de acordo com os intervalos de (x,y), ou seja o grafico € o mesmo com formatos

diferentes.”

Em seguida a atividade apresenta a definicdo de dominio de fun¢des de duas variaveis
e pede que seja determinado o dominio da funcdo g(X, y)em questao.
A primeira e a segunda parte dessa atividade, embora tenham abordado duas fungdes

com dominio R?, foram escolhidas de modo a chamar a atencdo para o fato de que, para
determinadas fung¢des, um unico intervalo de variagdo pode mostrar apenas parte do grafico,
ndo dando nenhuma ideia sobre a funcdo de modo amplo. Nesse sentido a midia utilizada foi
essencial uma vez que sem os recursos graficos do software (este ou outro que possibilitasse a
visualizacdo de gréficos tridimensionais), nesta etapa inicial dos estudos sobre fungdes de
duas variaveis, seria dificil para os alunos perceberem o comportamento da funcdo em
diferentes subconjuntos do dominio. A atividade pode ter construido bases para a percepcao
dos alunos da necessidade de avaliar mais do que a simples determinacdo do dominio por
meio da analise da expressdo algébrica que define a funcao.

A terceira parte desta atividade teve o objetivo de explorar o grafico e o dominio da

funcdo h(x,y)=+16—x* —y?, trabalhando aspectos algébricos e graficos. Para tanto foi

sugerida aos alunos a seguinte sequéncia de a¢des:
. Esboce graficos da funcdo usando opcdes diferentes para as variagoes de x e de
y. O que acontece quando usamos intervalos de variacdo maiores?

J Encontre os valores de h(2,2),h(-1,2),h(4,0)e h(3,3). E possivel obter os

valores da funcdo nos pontos acima indicados? Por qué?

. Movimente o grafico da funcdo de modo a visualizar a regido para a qual ndo é
possivel calcular. Para melhor determinacdo da regido, ao esbocar o grafico aumente 0s
valores da Grade.

. Que regido do plano xy corresponde ao dominio da funcdo? Faca um esboco do
dominio da fungé&o.

Com relacdo ao esboco do grafico da funcdo em diferentes intervalos os alunos
perceberam que a aparéncia do grafico se modificava, porém, a superficie continuava em uma

regido determinada.



A resposta de um dos grupos evidéncia essa percepcdo, porém, mostra a necessidade

de ainda continuar explorando a situacdo para a identificagdo da regido que efetivamente

corresponde ao dominio da funcéo, o que é feito nos demais itens da atividade:

“Quanto maior o intervalo, menor fica a visualizacdo do grafico, mas o dominio

mantém sempre o mesmo: 4 e -4.”

Figura 5 - Esbocos do grafico da fungo h(x, y) = /16— x* - y?

Sq(-y"2-x"2+16) SOri{-y"2-x"2416)

Fonte: Producéo dos alunos

Para o célculo dos valores solicitados, alguns grupos utilizaram a midia lapis e papel e

outros os recursos do proprio MAXIMA, caracterizando assim, uma interacéo entre diferentes

midias para a construcdo do conhecimento matematico. Na Figura 6 reproduzimos uma tela

do MAXIMA na qual é possivel identificar o processo utilizado por um dos grupos.

Figura 6: Calculos referentes a fungéo h(x,y) = /16— x* — y*
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Fonte: Producéo dos alunos



N&o temos informacGes sobre o que levou alguns alunos a escolherem uma ou outra
midia para os célculos. Provavelmente os que optaram pelo lpis e papel o tenham feito pela
simplicidade dos célculos. Assim como os que optaram pelo software provavelmente o
tenham feito para experimentar essa possibilidade no novo ambiente que a eles estava sendo
apresentado. Levy (1993) afirma que uma tecnologia ndo substitui a outra na producdo do
conhecimento. Dessa forma € legitimo que possa ser feita a escolha por uma ou por outra
midia de acordo com a conveniéncia para quem as utiliza.

A sugestdo de movimentar o grafico de modo a visualizar a regido do plano que
corresponde ao dominio da funcéo gerou imagens como a apresentada na Figura 7 por um dos
grupos de alunos:

Figura 7 - Visualizag&o do dominio da fungéo h(x,y)=./16—x*—y*

sqrt(-y~2-x~2+16)

Fonte: Producéo dos alunos

A quarta parte da atividade teve o objetivo de apresentar fungdes que pudessem ser
exploradas mais livremente pelos estudantes, utilizando os recursos que eles julgassem
interessantes. As fungdes foram escolhidas de modo a contemplar dominios com diferentes

caracteristicas e com possibilidade de boa visualizacdo no software. O roteiro sugerido foi:

o Explore as fun¢des indicadas abaixo. Procure uma boa visualizacdo do gréfico,

movimente o grafico de modo a visualizar também o dominio, determine o dominio.
a) f(x,y)=x*+y? -4

by  f(xy)=

y—X



o) flxy)=vy =%’
d) f(x,y)=log(y + x?)

e) f(x,y)=xe™)

A Figura 8 a seguir apresenta imagem obtida por um grupo de alunos para o grafico da
funcéo f(x, y): JY —x?® ap6s manipulacdo buscando uma boa visualizagdo do dominio da

funcéo.

Figura 8 - Visualizacdo do dominio da fungéo (x,y)=./y—x’
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Fonte: Producéo dos alunos

Apds esse trabalho com as imagens os alunos determinaram as expressdes referentes
aos dominios das fun¢des indicadas.

De modo geral os estudantes se envolveram com as atividades e mostraram ter
compreendido os conceitos explorados. Também avaliaram como positiva a utilizacdo do

MAXIMA nas aulas da disciplina. A frase a seguir exemplifica a opinido dos alunos:



“[...] concluimos que a aula foi de total aproveitamento, rendimento e interesse
mutuo pelo fato de termos tido o auxilio desse programa para visualizarmos o resultado dos

Nossos exercicios executados. Sendo assim, tivemos um melhor entendimento da matéria.”

7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos e discutimos uma proposta de utilizacdo do software
MAXIMA para constru¢do do conhecimento matematico acerca do dominio de fungdes de
duas variaveis, como parte de uma pesquisa em desenvolvimento. A proposta foi planejada
para utilizacdo do software em uma perspectiva de criagdo de ambientes propicios para
explorac@es e investigacbes, de modo que o conhecimento matematico pudesse ser produzido
por coletivos de seres-humanos-com-midias.

Dessa forma o MAXIMA ndo foi utilizado para visualizar objetos matematicos
estudados primeiramente de modo tedrico anteriormente. Os conceitos tedricos foram
explorados pelos participantes por meio das atividades sugeridas e as potencialidades das
midias foram utilizadas para tal exploracéo.

Outras atividades referentes aos conceitos de curvas de nivel, calculo e interpretacdo
geométrica das derivadas parciais foram também desenvolvidas em continuidade ao trabalho
aqui apresentado. Por meio do conjunto das atividades desenvolvidas, assim como pelas
abordagens tedricas que se seguiram a elas, procurou-se a compreensdo dos conceitos e a
transicdo dos processos relativos ao calculo de uma varidvel para o calculo de duas variaveis.
Nesse processo de transicdo foram importantes ndo apenas as relacfes estabelecidas pelos
calculos algébricos equivalentes como também as possibilidades de manipulacédo das imagens
e visualizaces propiciadas pelo MAXIMA.

Os dados da pesquisa ainda ndo foram analisados de modo global. No entanto
podemos destacar, naquilo que foi apresentado neste artigo, que a exploracéo e a manipulacéo
das imagens obtidas possibilitaram, mesmo no inicio do estudo de funcGes de duas variaveis,
interpretacdes sobre o comportamento das fungdes e de seu dominio que dificilmente seriam
obtidas sem os recursos do software. Citamos como exemplo as observagdes dos alunos sobre

as diferentes imagens obtidas, por meio do software, para o grafico da funcéo

2 2
a(x,y)= cos(%) Outro exemplo é a possibilidade de visualizar a representagéo grafica

do dominio da funcdo primeiramente pela visualizacdo do grafico tridimensional da func&o,

observando-o de outro ponto de vista. Olhar o grafico “por cima” ¢ uma forma de planifica-lo



e, dessa forma, visualizar seu dominio, antes mesmo de determiné-lo a partir da expressao da
funcdo. Interpretamos que o conhecimento matematico produzido pelos estudantes foi
qualitativamente diferente do que poderia ser produzido sem 0s recursos do software ou
mesmo em outra proposta de aula em que os contetdos fossem apresentados primeiramente
de modo teorico e o software fosse usado apenas para visualizagdo posterior. Destacamos
assim o coletivo seres-humanos-com-midias condicionando a producdo do conhecimento

matematico pelo aluno acerca do dominio e do gréafico de fungdes de duas variaveis.
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