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Resumo: Este trabalho apresenta reflexfes do autor acerca do desenvolvimento de uma experiéncia realizada
com quatro criangas, todas com 10 anos completos, estudantes do 5° ano do Ensino Fundamental de um colégio
federal localizado na area urbana de uma grande cidade durante a qual foram propostas situagdes-problema cujo
objetivo foi o de construir, classificar, identificar e contar os elementos de diferentes cole¢bes de objetos
selecionados do material concreto “Blocos Logicos”. Utilizaram-se &rvores de possibilidades para o
desenvolvimento de nocBes bésicas relacionadas com o raciocinio combinatério de maneira a favorecer a
apropriacéo de procedimentos e conceitos para um dos significados da multiplicacdo, que é a ideia combinatoria.
Em relacdo a fundamentagdo teorica valemo-nos de resultados de pesquisas de Guy Brousseau (1986) para
propor situacGes didaticas, e para analisar a introducéo de conceitos, sob a luz da Teoria dos Campos Conceituais
na perspectiva de Gérard Vergnaud (1991), com a exploracdo de &rvores de possibilidades como uma
representacdo grafica que da conta de resolver problemas de contagem.
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1. INTRODUCAO

Fischbein e Gazit (1988) estudaram o efeito da instrucdo sobre a capacidade de
trabalhar com problemas de combinatéria descobrindo que inclusive criancas de 10 anos
podem aprender algumas ideias combinatérias com a ajuda do diagrama de arvore
(NAVARRO-PELAYO et al ,1996, p.2).

Desde a 3% Série/4° Ano do Ensino Fundamental, resultados de pesquisas indicam para
a importancia de desenvolver atividades de contagem explorando representacfes graficas
(particularmente arvores de possibilidades) em situacdes didaticas que permitem introduzir
ideias que envolvem a apropriagdo e o desenvolvimento do raciocinio combinatorio, como

esta prescrito também nos PCN (1997).
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O entendimento das etapas de construgdo de representacdes graficas como arvore de
possibilidades, esquema, produto cartesiano, tabela de dupla entrada ou enumeragdo de
conjuntos disjuntos de agrupamentos constituem-se em alternativas atraentes para a obtencédo
da solucdo de problemas de contagem por meio dessas representacdes, prorrogando-se o
desenvolvimento de situacfes por meio da exploracdo dos aspectos formal e algoritmico para
0 Ensino Médio.

Um ponto que mereceu nossa preocupacao e investigacdo quanto a oferta de atividades
relacionadas com o uso de arvores de possibilidades é decorrente do estudo acerca de
resultados de uma pesquisa que fizemos com jovens dos anos finais do Ensino Fundamental
onde identificamos que os alunos faziam pouco uso de uma arvore de possibilidades quando
resolviam problemas de contagem e, quando optavam pelo seu uso, tinham dificuldades para
construi-la, principalmente nas situagdes de arvores “nao-simétricas”.

Pesquisas anteriores, como a de Roa (1996), ja haviam identificado essa problematica:

Apesar da importancia que Fischbein (1975) concede a arvore de possibilidades
como recurso produtivo na resolugdo de problemas probabilisticos e combinatdrios,
os alunos tem evitado seu uso e, quando o utilizam é com escasso éxito. Cremos que
0 uso deste recurso deve ser reforgado no ensino, pois Fischbein (1987) o apresenta
como modelo figurativo que permite sugerir a generalizacéo iterativa (extenséo de
certo procedimento em qualquer nimero de elementos e a generalizagdo construtiva
- adaptacdo a novos problemas derivados, que €é caracteristica do raciocinio
recursivo) (ROA et al, 1996) (traducdo nossa).

2. SUJEITOS DA EXPERIENCIA, METODOLOGIA E OBJETIVOS

Este trabalho é um recorte que relata experiéncia realizada com grupo de quatro alunos
do 5° Ano, a professora dos alunos e uma professora observadora (convidados pelo autor), em
dois encontros de duas horas-aula cada, duracdo total aproximada de 200 minutos, em um
Colégio Federal, em horario diferente das aulas.

As professoras, juntas, fizeram reflexdes e discussdes enquanto resolviam problemas
de contagem, utilizando-se, todos, do material pedagdgico “Blocos L6gicos”.

Formaram-se dois grupos de alunos e um de professores, com dois componentes cada.
O autor deste trabalho atuou como mediador para fomentar reflexdes e discussdes nos grupos
dos alunos e posterior discussfes com o grupo todo, deixando para outro momento reflexdes
com as professoras.

Os alunos vivenciaram procedimentos metodologicos que contribuem para a
apropriacdo e o desenvolvimento do raciocinio combinatério enquanto construiam arvores de
possibilidades e obtinham a contagem direta dos agrupamentos de pecas presentes nas “folhas

terminais” da arvore ap0s a enumeragao por grupos.



Os Blocos Légicos foram utilizadas como parte integrante dos enunciados de
problemas de contagem que objetivavam a construcdo de diferentes arvores de possibilidades
que atendessem a construcdo, classificacdo, identificacdo e contagem de elementos
pertencentes a diferentes colecBes de objetos com caracteristicas tais que fossem formados
conjuntos disjuntos de pegas.

Por outro lado, uma vez que uma arvore de possibilidades tenha sido desenhada, o
objetivo era de que os alunos procedessem a separacao, identificacdo e contagem das pecas -
parte ou todas - dos blocos logicos, que pudessem estar representadas nos “galhos” e nas
“folhas terminais” da arvore.

Com a proposicdo de atividades desses dois tipos, tém-se como proposito o de
conhecer as potencialidades para o entendimento, desenvolvimento e apropriacdo do
raciocinio combinatdrio, enquanto associam as “divisdes e subdivisbes dos galhos e o
quantitativo das folhas da arvore” a expressdes e operaces, aditivas e/ou multiplicativas, que
dao conta da contagem total das pecas envolvidas na resolucao do problema.

Também se objetivou identificar até que ponto o conhecimento dos procedimentos
para a construcdo de arvores e a contagem dos quantitativos dos elementos constituem-se em
uma ferramenta combinatéria alternativa para a obtencdo da solucdo de problemas de
contagem, contemplando nog¢des bésicas de combinatéria associadas a um dos significados da
multiplicacéo.

Durante a constru¢do de uma arvore de possibilidades, as agdes - a cada “nd” da
arvore - de determinar quais sdo as tomadas de decisfes e 0 quantitativo destas, favorecem o
entendimento acerca da aplicacdo do Principio Multiplicativo, tomando por base relacbes
entre os objetos envolvidos do tipo “um-para-muitos”, na perspectiva de Nunes e Bryant
(1997).

Conhecendo e se familiarizando com a construcdo e as potencialidades de uma arvore
de possibilidades - que torna possivel determinar diretamente todos 0s casos possiveis que
satisfazem a solucdo de um dado problema de contagem — e manuseando material concreto ja
conhecido por ele desde os anos iniciais, 0 aluno conta com situagcdes que favorecem o
desenvolvimento do seu raciocinio combinatdrio, desde entéo.

Depois que o aluno aprende a construir arvores de possibilidades, o professor pode
propor que ele utilize uma ou mais expressdes aritméticas e/ou multiplicativas que
contabilizam o mesmo valor da contagem que foi feita diretamente das “folhas terminais” da

arvore.



Essa alternativa de contagem, obtida por meio de célculos aditivos, ou
equivalentemente por meio de um célculo multiplicativo, relaciona-se diretamente com a
aplicacdo do principio multiplicativo.

Em algumas situacdes-problema, ao pedir que os alunos construissem arvores de
possibilidades representativas da particdo de todas ou parte das pecas dos blocos l6gicos,
identificou-se que eles determinam a contagem dos casos possiveis a partir do quantitativo de
pecas representadas nas “folhas terminais” da arvore. A partir dai, pediamos entdo que eles
contassem e identificassem os elementos representativos dos “galhos”.

Nas “folhas” da arvore estdo identificados os elementos constitutivos do conjunto
finito solucdo, obtidos segundo padrdes de construcdo, ordenacdo e de sistematizacao proprios
de cada aluno enquanto a arvore foi sendo construida a sua maneira.

Independentemente da maneira como cada aluno constroi sua arvore, as acdes que 0
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permitem determinar o quantitativo de “galhos” que se originam de cada “nd” ¢ a
identificacdo de cada um desses “galhos” é igualmente representado em cada um dos fatores
presentes na operacao multiplicativa oriunda de quando se aplica o Principio Multiplicativo a
situacdo proposta.

Por conta disso, quando julgar conveniente se desprender da necessidade de construir
uma arvore e efetuar a contagem direta dos conjuntos disjuntos que compdem as “folhas”
terminais da arvore, e vir a aplicar o principio multiplicativo diretamente, o aluno estd em
condicdes de decidir quanto as representacdes grafica e numérica (operacdo combinatdria),
com a qual se sentira mais confortavel para resolver problemas de contagem.

O professor deve estar atento aos ajustes entre as estruturas cognitivas da crianca,
prorrogando ao maximo a exploracdo das representacdes graficas como instrumento didatico
importante que favorece o aluno quanto a apropriacdo de procedimentos e estratégias
utilizados para a resolucédo de problemas de contagem.

Igualmente, no que se refere a valorizagdo das solucdes intuitivas que os alunos
apresentem durante os momentos de resolucéo de problemas de contagem.

Consideramos oportuno sugerir que o professor deixe a cargo do aluno encontrar o
momento adequado para, se for o caso, vir a desprender-se do uso de alguma representacéo
gréfica para a solucdo de problemas de contagem e passe a se utilizar de representacoes
numéricas associadas com o uso de opera¢des combinatdrias que tém relagdo com a aplicacao
do principio multiplicativo, que intuitivamente os alunos passam a aplica-lo.

Sd0 momentos Unicos nos quais o professor deve incentivar os alunos a reflexdes e

discussGes que contribuem para que eles descubram, compreendam e se apropriem de



conceitos, procedimentos, estratégias, relacbes e propriedades, fomentando o
desenvolvimento e a aplicacdo destes para a resolugédo de diversos problemas de contagem por
meio de sua mediacdo.

Nos anos iniciais ndo € conveniente que o professor apresente formalmente o principio
multiplicativo aos alunos. Sugerimos que faca relagdes entre a aplicacdo do principio e a
construcdo da correspondente &rvore de possibilidades, que também apresenta a totalidade das
solugdes. Antecipar conceitos e procedimentos ndo contribui para a apropriacdo correta
relativamente ao significado do conceito que estd sendo construido e o conhecimento dos
invariantes.

Pesquisas tém apontado dificuldades no trabalho que o professor desenvolve em sala
de aula concernentes as maneiras com que os alunos se apropriam de conceitos e de
procedimentos proprios da matematica, em particular aquelas referidas a resolucdo de
situacBes que utilizam opera¢des multiplicativas, desde as séries iniciais.

Essas pesquisas preocupam-se em identificar, conhecer e compreender as raz0es
dessas dificuldades e também em explicitar como se da a aprendizagem de conceitos,
habilidades e competéncias de conteudos de matematica pelos alunos.

Elas indicam que é preciso que o professor se comprometa com processos de ensino e
de aprendizagem que valorizem a compreensao e a apropriacao dos conceitos pelos alunos.

De maneira a considerar aprendizagem significativa, nos valemos das consideracdes
de Papert (1994) que “sublinha que a aprendizagem significativa ocorre a partir da solucéo de
problemas e do estabelecimento de relacbes com as experiéncias vividas. O autor ressalta que
0s conhecimentos que as criangas tém devem conectar-se aos problemas propostos em sala de

aula; caso contrério, a aprendizagem ndo sera significativa” (PLACHA e MORO, 2009, p.8).

3. O RACIOCINIO COMBINATORIO

O significado de raciocinio combinatério deva ser algo tdo intuitivo e simples aos
pesquisadores que eles ndo tém tido preocupacdo em conceituar esse tipo de raciocinio nos
trabalhos presentes na literatura, fazendo mencdo de modo bastante natural e corriqueiro a
esse raciocinio sem se aterem a cogni¢do envolvida.

Enquanto ser pensante e desde que sejam propostas situa¢des as quais precise exercitar
esse raciocinio utilizando-se de estratégias relacionadas a ele, uma pessoa tera melhor éxito na
resolucdo de problemas de contagem se aprender a raciocinar de modo combinatorio desde
gue um ensino lhe seja oferecido e desenvolvido com esse propésito, com essas estratégias e

junto delas. Mas, quais estratégias?



Segundo Navarro-Pelayo (1996):

“De acordo com Inhelder e Piaget (1955), o raciocinio hipotético-dedutivo opera
com as possibilidades que o sujeito descobre e avalia, por meio de operacdes
combinatdrias. Esta capacidade pode relacionar-se com os estagios descritos na
teoria de Piaget: depois do periodo das operacoes formais, o0 adolescente descobre
procedimentos sistematicos de construcdo combinatoria, ainda que para as
permutacdes seja necessario esperar a idade de 15 anos” (NAVARRO-PELAYO,
1996, p.2).

Todavia, ainda segundo Navarro-Pelayo (1996), “os resultados de Fischbein (1975)

mostram que a capacidade de resolver situacdes que envolvam o raciocinio combinatdrio nem
sempre se alcanca no nivel das operagdes formais, se um ensino especifico sobre o assunto
ndo for oferecido”.

Assim, para 0S nossos propositos, podemos dizer que raciocinio combinatdrio € um
conjunto de acbes cognitivas, ndo inatas ao sujeito, que permitam a ele encaminhar
procedimentos de selecdo, particdo ou colocacdo, de objetos, pessoas, numeros ou letras,
combinando-os adequadamente de modo que o resultado dessas acdes tenha significado,
obedeca a sistematizagdes e sua representacdo possa ser feita utilizando diferentes linguagens
- lingua materna (a primeira lingua que se aprende, pode ser Libras ou de Sinais), verbal,
matematica, grafica ou na forma de tabelas — como meio de produzir, expressar e comunicar
ideias, interpretando diferentes intengdes e situacoes.

Portanto, o raciocinio combinatério € concebido quando se pensa no ato de
“combinar” (compor, juntar ou associar) objetos (ou pessoas, letras, algarismos).

Podemos entdo dizer que ele se refere a aquisicdo de habilidades e competéncias que
sdo exigidas quando o desenvolvemos, mesmo antes de precisar utilizar-se de operacoes

combinatdrias para a solucdo de problemas de contagem.

4. DUAS SITUAC@ES-PROBLEMA DESENVOLVIDAS

A seguir, apresentamos duas das situa¢es-problema propostas na experiéncia:

Situacdol: Separe as seguintes pecas dos blocos logicos: trés retangulos finos e
grandes nas cores amarela, azul e vermelha e dois circulos grossos na cor vermelha, um
pequeno e um grande. Queremos juntar um circulo sobre um retangulo. Quantos conjuntos
diferentes contendo as duas pegas podem ser feitos?

Situagédo 10: Queremos saber quantas sao as diferentes “casinhas”, como as trés que

estédo desenhadas a seguir, que podemos formar utilizando somente pecas grossas e pequenas.
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E preciso aproveitar situagbes como essas, com valores pequenos de possibilidades
para explorar diferentes representacfes gréaficas que a situacdo oferece, as quais serdo muito

Uteis em outras situacdes de matematica.

5. SITUACOES DIDATICAS

Segundo Guy Brousseau (1986), ao longo das atividades didaticas as quais o estudante
é confrontado é desejavel que ele “produza, formule, prove, construa modelos, linguagens,
conceitos e teorias”.

Diferentes situacdes de contagem se prestam bem ao que Brousseau sugere acima,
uma vez que a utilizagdo de diversas atividades envolvendo material concreto - além de jogos
- no ensino da Matematica permite ao aluno desenvolver-se enquanto sujeito protagonista de
seu aprendizado.

Assim, estimular gradualmente o uso do raciocinio combinatério num ambiente lddico
- com a proposicéo de diferentes situacGes-problema - promove o pensar de forma criativa e
critica e o desenvolvimento de habilidades e competéncias cognitivas as quais passam a fazer
parte de seu arcabouco mental, podendo ser generalizadas para outras situagdes.

Acredito que explorar o raciocinio combinatério e representacfes graficas durante a
fase de construcdo dos conceitos seja importantes ferramentas para que o aluno adquira
conhecimentos e desenvolva habilidades que o capacitam para resolver problemas reais ao seu
alcance, compreendendo outras situacdes.

Infelizmente, quando se trata da ideia combinatdria da multiplicacdo como sugerida
nos PCN (1997, p.109-112), na maioria das vezes ela é pouco explorada pelos professores e
fica restrita a poucos exemplos que relacionam saias e blusas, procedendo-se de imediato a
utilizacdo de uma operacdo multiplicativa para obter a solucdo, e deixam de explorar
diferentes representaces para 0 mesmo problema, essencial para a apropriacdo de outros
conceitos.

Apos trabalhar com arvores o professor pode apresentar as potencialidades de sua
utilizacdo em situacbes simples de combinatoria nas quais o raciocinio combinatério se faz
presente, aproveitando situacbes com valores menores de possibilidades para explorar
diferentes representacfes que serdo Uteis em outras situacdes de matematica.

Manipular material concreto (quadrados e triangulos) é importante para que o aluno
compreenda o “raciocinio da combinagdo” no sentido de “combinar”, possivel entre 0s
objetos que estdo a sua mao, de modo que nas situagdes em que a quantidade de objetos seja

grande ele ndo encontre dificuldades em realizar a contagem, principalmente naquelas que



exijam a “combinac¢do” de uma quantidade maior de cada tipo de objeto em algo mais do que
somente dois tipos de objetos.

Como visto utilizar diferentes representacdes para uma situacdo envolvendo raciocinio
combinatério favorece a apreensdo intuitiva do principio fundamental da contagem,
imprescindivel ao desenvolvimento do pensamento abstrato e no uso em situagdes que exigem
generalizacdo.

Este trabalho tem como sustentacdo a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud
(1991) que concebe a identificacdo, formacdo e desenvolvimento de um conceito a partir do
conjunto de significados, invariantes e representagoes.

Por meio da analise das atividades foi possivel identificar quando os invariantes
prescritos estavam ou ndo sendo abordados e os significados presentes, bem como a
exploracdo de uma das representacdes graficas, qual seja a da construcdo de arvores de

possibilidades.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Quando um aluno resolve a situacdo 10, como apresentada antes, ele demonstra que se
apropriou do raciocinio combinatdrio. Se ele obteve a solugdo por meio da construcdo de uma
arvore de possibilidades, mostra conhecimentos acerca do uso de uma representacdo grafica
para dar conta de resolver a situagéo.

O trabalho com situacGes deste tipo € muito importante para que o conhecimento
conceitual possa emergir a partir da exploracdo de atividades desafiadoras desencadeadas a
partir de adequados procedimentos, em conjunto com a manipulacdo de material concreto (se
possivel).

Nossa intencao é oferecer opcGes de situacdes para o professor explorar e desenvolver
conceitos de combinatdria desde os anos iniciais da Educacdo Basica.

Um dos grandes “nds” que afligem os educadores matematicos ¢ compreender que a
aquisicdo e a compreensdo de um dado conceito ndo se ddo unicamente com a apresentacao
de um tipo de situacdo (ndo emerge dai, somente) e, por outro lado, que uma dada situacdo
pode vir a envolver mais do que um sd conceito por mais simples que possa parecer aos
nossos olhos.

Portanto, conceitos matematicos tém significado para o aluno quando eles sdo
identificados por ele a partir do enfrentamento de uma variedade t&o extensa quanto

necessario de situacGes didaticas, nas quais ele pode compreender a sua importancia.



Por outro lado, uma dada situacdo pode apresentar diferentes conceitos envolvidos. Ou
seja, ela necessita mais do que um conceito para ser analisada e compreendida.

Assim, um unico conceito fechado em si e uma Unica situacéo ndo sao suficientes para
dar conta da aquisicdo de um dado conhecimento de forma plena e consistente, capaz de
proporcionar seguranga no seu uso em diferentes contextos.

Combinar objetos como o que foi feito é de tal sorte importante na fase das discussoes
referentes as ideias acerca do conceito de multiplicacdo quanto na apropriacdo e no
desenvolvimento do raciocinio combinatorio por meio de atividades que visam a apropriacao
das nocGes béasicas de Combinatdria quando da construcdo de uma arvore de possibilidades
para resolver um problema de contagem.

N&o vivenciar o manuseio das pec¢as dos blocos l6gicos quando da resolucdo desses
tipos de situacBes-problema para a compreensdo e a sistematizacdo dos conceitos e
significados da multiplicagdo e da divisdo, como explicitado, podem acarretar outras
dificuldades que se originam do fato de o conceito ndo ter sido bem compreendido ou ainda
guando esses conhecimentos nao forem construidos e explorados pelo aluno.

O desenvolvimento do raciocinio combinatério favorece possibilidades para que o
aluno possa levantar hipdteses, questionar, deduzir, tirar conclusdes e expressar-se oralmente
ou por escrito sobre o que ele estd pensando, preparando-o0 para que seja capaz de tomar
decisdes de modo consciente (TEIXEIRA, 2013).
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