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Resumo: Esta pesquisa foi idealizada ap6s o autor ministrar, por algumas ocasides, disciplinas e oficinas de
Geometria Plana em cursos de Licenciatura em Matematica, bem como em um curso de Especializacdo em
Educacdo Matematica. Os casos de congruéncia de tridngulos muitas vezes sdo apresentados de maneira
dogmatica, como critérios que, se satisfeitos, mesmo nao importando exatamente o porqué, sdo suficientes para
garantir a congruéncia de tridngulos. Essa concepcdo parece permanecer em muitos licenciandos e professores de
Matematica, mesmo depois de terem cursado a disciplina de Geometria Plana: ao perguntar se existiam dois
tridngulos ndo congruentes com quatro ou cinco pares de elementos (lados ou angulos) congruentes a resposta
normalmente era negativa, sendo justificada pelo fato de que se com trés pares de elementos em comum ja
ocorreria congruéncia (mesmo sendo trés elementos especificos), com mais de trés a congruéncia ja estaria
garantida. Tais argumentos indicam que, possivelmente, os critérios de congruéncia ndo foram compreendidos
como situagdes onde ndo se consegue construir outro tridngulo (ndo congruente) a um triangulo dado com
aquelas caracteristicas estabelecidas nos casos de congruéncia, isto é, a concepcdo destes critérios ndo estd
relacionada com construgdes geométricas. Este trabalho tem como intengéo discutir esta questdo de geometria,
assim como propor uma alternativa de tratamento para este conteddo, relacionando-o com outros topicos de
geometria plana, tais como construgdes geométricas, condigdes de existéncia de tridngulos, semelhanga de
tridngulos, teorema de Pitagoras e sua reciproca e nimero de ouro.
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Introducéo

Apdbs ministrar algumas vezes a disciplina de Geometria Euclidiana Plana em um
curso de Licenciatura em Matematica e por uma oportunidade a disciplina de Oficina de
Geometria Plana em um curso de Especializacdo em Educacdo Matematica, o autor percebeu

que, com muita frequéncia, professores licenciados ou em formacdo ndo tem clara a
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concepgdo dos casos de congruéncia de triangulos, uma vez que entendem tais critérios como
resultados postulados ou os confundem com a prépria defini¢cdo de congruéncia de tridngulos.
As inquietacdes causadas por esta questdo, as discussdes em sala de aula e seus respectivos
encaminhamentos motivaram este trabalho de pesquisa que pretende propor uma alternativa
para a abordagem do contedo de congruéncia de tridngulos, relacionando-0s outros assuntos
de geometria plana, tais como construcdes geométricas, condi¢Bes de existéncia de triangulos,
semelhanca de triangulos, teorema de Pitagoras e sua reciproca e numero de ouro. Para tanto,
¢ proposta aqui a mesma questao que surgiu como fruto das discussdes oriundas das situacdes
acima descritas:

Entendendo lados ou angulos como elementos de um triangulo, é possivel dois
tridangulos ndo congruentes possuirem trés, quatro ou cinco pares de lados congruentes?

Dizer que satisfazer as condi¢cBes de um dos critérios de congruéncia é o suficiente
para garantir a congruéncia de triangulos significa, em outras palavras, que sob aquelas
condicBes sO é possivel construir, com régua e compasso,um Unico triangulo ou, sendo mais
rigoroso, uma classe de triangulos congruentes aquele triangulo dado.

A estratégia utilizada para responder a pergunta central do trabalho sera a exploracéo,
através de construcdes geomeétricas, das possibilidades em que ndo ocorre congruéncia de
tridngulos, isto é, explorar o problema na tentativa de construir dois tridngulos néo
congruentes com trés, quatro ou cinco pares de elementos comuns.

No que diz respeito ao desenvolvimento desta tematica, uma possibilidade interessante

é recorrer a softwares de geometria dindmica.

A definicdo e os critérios de congruéncia de triangulos

Segundo uma definicdo de congruéncia de triangulos bastante utilizada na geometria
euclidiana plana, “dois triangulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes
sejam congruentes.” (BARBOSA J. L. M., 2006, p. 56). Neste caso, 0s dois triangulos terdo
0s seis pares de elementos congruentes, de acordo com a linguagem proposta na questéo
norteadora deste trabalho.

Ja os critérios de congruéncia sdo quatro:

- LLL ou lado-lado-lado. Dois tridngulos possuem ordenadamente trés pares de lados

congruentes;



- LAL ou lado-angulo-lado. Dois triangulos possuem ordenadamente dois pares de
lados e um par de &ngulos em comum, isto €, o &ngulo é formado pelas retas suportes dos
lados em questéo;

- ALA ou angulo-lado-angulo. Dois triangulos possuem ordenadamente dois pares de
angulos e um par de lados em comum, ou seja, o referido lado é comum aos dois angulos;

- LAA, ou lado-angulo-angulo oposto. Dois tridngulos possuem ordenadamente um
par de lados e dois pares de angulos em comum, em que o primeiro angulo é adjacente e 0

segundo oposto ao lado em questao.

1. Possibilidades de triangulos com trés pares de elementos em comum

Primeiramente, serdo analisados os casos de triangulos ndo equilateros® com trés pares
elementos em comum.

As possibilidades sdo dos triangulos possuirem: dois pares de lados e um par de
angulos, dois pares angulos e um par de lados e, trés pares de angulos em comum, pois, caso
dois triangulos tenham os trés lados em comum, de acordo com o critério LLL de

congruéncia, eles seriam congruentes entre si.

1.1 Dois pares de lados e um par de dngulos

No primeiro caso, se, em dois tridngulos, forem congruentes dois pares de lados e um
par de angulos, onde o angulo em questao se localiza, em cada triangulo, entre os dois lados,

entdo, os triangulos serdo congruentes pelo critério LAL. Resta avaliar as seguintes op¢des:

1.1.1 Tridngulos gque possuem em comum dois

N pares de lados e um par de dngulos gue ndo estejam entre

esses lados
Dado o triangulo ABC, suponha que AC seja o lado
E de menor medida. Tracando um circulo com centro em A e
raio AC, obtemos o ponto E, tal que ele seja intersecdo
entre o circulo e o lado BC. De acordo com a construcao
descrita, os triangulos BAC e BAE possuem LLA
¢ congruentes (por construcdo AC = AE, BA ¢ lado comum e

B é angulo comum) e como podemos observar, ndo sao

* Dois triangulos equilateros que tiverem em comum um lado congruente ja serdo congruentes.



triangulos congruentes, ja que BC e BE, por construcdo, tem medidas distintas.

1.1.2 Triangulos que tem dois pares de lados e um par de angulos nio homdlogos®

em comum
Considere o triangulo ABC ndo iso6sceles. Suponha B

que B seja o angulo de menor medida. Tragcando a semirreta

Sae, tal que os angulos EAC ABC sejam congruentes e

fazendo um circulo de centro em A e raio AB, obtém-se o

ponto D de intersecdo do circulo com Sag. Assim, 0s

triangulos ABC e DAC tém dois pares de lados e um par de

angulos congruentes (AB e AD, por construcdo, AC é lado

comum e os angulos congruentes, por construcdo, ABC e

DAC) e, ainda assim, ndo séo congruentes.

1.2 Dois pares de anqulos e um par de lados

Se, em dois triangulos, forem congruentes dois pares de angulos e um
par de lados, tal que, em cada triangulo, esse lado esteja entre os dois angulos, entéo eles
seriam congruentes pelo critério (ALA). Em outra
situacdo, caso o0s angulos congruentes sejam homdlogos,
entdo os referidos tridngulos seriam congruentes pelo
critério (LAAO) e, portanto, resta a op¢do dos triangulos
terem um lado, um angulo adjacente ao lado, e outro
angulo, tal que esse angulo ndo seja homologo nos dois
triangulos.

Dado um tridngulo ABC escaleno®, tal que B seja
0 menor angulo. Traga-se a semirreta Scg, de modo que ¢
os angulos ACE e ABC sejam congruentes e E seja a
intersecdo de Sce com AB. Sendo assim, os triangulos
AEC e ACB possuem dois pares de angulos e um par de lados congruentes (A é angulo

comum, os angulos ACE e ABC sé&o congruentes e AC é lado comum) e ainda assim, por

4 « . ~ A ~ .~ oA

Angulos (ou lados) homdlogos sdo angulos (ou lados) que estdo ha mesma posi¢do no triangulo.
5 P P A .« 7 ~ A on

Se adicionar a hipdtese do triangulo ABC ser isdsceles, ABC e ACE serdo triangulos equiangulo e, por terem um
lado de medida comum, seriam dois triangulos equilateros congruentes.



construcdo, ndo sdo triangulos congruentes (sdo tridngulos semelhantes com razdo de

semelhanca AC/AB # 1).

1.3 Trés pares de angulos

Dado o triangulo ABC, tracando uma reta paralela ao

lado BC que néo passe por B, de modo que ela intercepte 0s

outros dois lados (ou suas retas suportes) do tridangulo nos

pontos F e G, obtém o segmento FG. Devido ao fato da reta

FG ser paralela ao lado BC, os pares de angulos B e F, bem

como C e G sdo correspondentes e, portanto, congruentes de

maneira que os tridngulos AFG e ABC tém trés pares de ¢

angulos congruentes, sendo assim semelhantes pelo critério o

AA e, por construcdo, ndo congruentes.

2. Os casos com quatro pares de elementos em comum

Ao analisar os possiveis casos de ndo congruéncia de dois triangulos que tenham

congruentes quatro pares de elementos em comum, chega-se a duas possibilidades:

Trés pares de angulos e um par de lados ou dois pares de lados e dois pares de

angulos.

2.1 Trés pares de dnqulos e um par de lados

Nesta primeira situacdo, se nos dois triangulos, o lado em questdo estiver entre

(9]

angulos homologos congruentes, o0s triangulos serdo
congruentes pelo critério ALA, portanto, os lados
congruentes nao poderdo ser homdlogos.

Considerando o triangulo ABC, suponha que AC seja
o0 lado de menor medida. Tragando um circulo com centro em
A e raio AC, obtém-se o ponto E pertencente ao lado AB.
Construindo uma paralela ao lado BC passando por E,
denomina-se F 0 ponto pertencente a interseccdo desta com
AC. Assim, de EF//BC, os pares de angulos correspondentes
AEF e ABC bem como AFE e ACB séo congruentes. Como

A é angulo comum e AC e AE sdo congruentes, os triangulos

ABC e AEF tém trés pares de angulos e um par de lados congruentes e, ainda assim, por

construcdo, ndo sdo congruentes.



2.2 Dois pares de angulos e dois pares de lados

Caso dois triangulos possuam dois pares de angulos congruentes, o terceiro par de
angulos sera congruente. Portanto, trata-se do caso de dois triangulos com cinco elementos em
comum: trés pares de angulos e dois pares de lados. Esta curiosa situacao, de dois triangulos
possuirem cinco pares de elementos em comum sem que haja congruéncia de triangulos, é

estudada mais detalhadamente a seguir.

3. O caso de cinco pares de elementos em comum

Para cinco elementos, tem-se as seguintes possibilidades: trés pares de lados e dois
pares de angulos ou trés pares de angulos e dois pares de lados em comum. Como na primeira
possibilidade os triangulos seriam congruentes pelo caso LLL, resta estudar a segunda

situacao.

3.1 Obtendo os lados dos triangulos

Suponha que existam dois tridngulos ABC e A’B’C’ que possuam trés angulos
congruentes e apenas dois lados de mesma medida. Eles seriam necessariamente triangulos
semelhantes (pelo critério AA de semelhanca). Se a razdo de semelhanca entre os triangulos
for denominada de k, o objetivo serd determinar, caso seja possivel, as medidas e a posicao
destes dois (pares de) lados e as condi¢Ges que caracterizam a constante k.

Suponha que os pares de angulos A e A’, Be B’ e C ¢ C’ sejam congruentes e, sendo
assim, pelo critério AA, os triangulos ABC e A’B’C’ sdo semelhantes. Seja k a razdo de
semelhanca entre os triangulos:

@ b o

a b c

=k



Se os lados homdlogos forem congruentes, entdo, pelo critério LAL, ALA ou mesmo
LAAo, o triangulo ABC seria congruente a A’B’C’, portanto, lados homologos devem ter
medidas diferentes, ou seja, a # a1, b # by e ¢ # ¢1. Assim, por exemplo, a medida ¢ deve ser
diferente de c;. Considerando, sem perda de generalidade®, ¢ = by, sequem desta igualdade
duas possibilidades:

Q) b=c; ou

) b = a;.

~ b, E b, b
Em (I), se ¢ = by e b =cy, entdo *="=>*=—"=>b=1b, e neste caso 0s

triangulos seriam congruentes, portanto, esta hipotese deve ser descartada.

Em (Il),sec=b; e b=ay, tem-se que:

24

=k =>a, =ak,deb=ay, resultab =a; = ak

5,

4

;‘zIr:=::=~ﬁ=I=:=.i:1=mf=:9,edec:bl,obtém-sec:blzak2

e também: %:k:}?:k:}ﬁ:k:}cizakﬂ

Resumindo, o triangulo ABC tem lados de medidas a, b = ak e ¢ = ak?, enquanto os

lados correspondentes do triangulo A’B’C’ tem medidas a; =b =ak, b; =c = ak?e ¢; = ak®.

3.2 Obtendo a razdo de semelhanca k

Considerando os dois triangulos semelhantes (e ndo congruentes): um com lados de
medidas a, ak e ak? e o outro ak, ak? e ak®, ou seja, com dois pares de lados (ak e ak?), e 0s
trés pares de angulos congruentes, nota-se que os lados de cada triangulo estdo em uma
progressdo geométrica de mesma razao k de semelhanca entre os dois triangulos, com k # 1.

Agora é preciso analisar sob quais condi¢cdes essas medidas de lado formam

triangulos. Uma vez que a constante k > 0 e k # 1, temos duas possibilidades:

P1) k>1
Para k > 1, as condicdes de existéncia dos triangulos se resumem a duas inequacdes

equivalentes: ak? < ak +a e ak®<ak® + ak. Resolvendo-as chegamos que
15 1+5
—<k<== (%)

-
&

6 , .
O caso de c = a, é andlogo.



, /[S+1
Chamando de ¢ o valor do nimero de ouro e lembrando que ¢ = —— = 1,68, a

condicdo *seresume a: 1 <k < g

P2) 0<k<1
Se 0 < k <1, as condigdes (equivalentes) para que os tridngulos em questdo existam
sdo

a<ak+ak® e ak<ak®+ak’,

—1—/5 —1++/5

que resultaem k = ou k= , mascomo 0 <k <1, chega-sea

p—1<k<1 (**)

De (*) e (**), resulta que os valores da razdo de semelhanca k que satisfazem a relagéo
do caso de ndo congruéncia de cinco pares elementos:
p—1<k<g¢, comk=+1.

1
&

1

Comog —1= 2

, 0 intervalo acima pode ser escrito como < < k < ¢. Assim, a partir

de agora, apenas por comodidade, ao invés de se considerar ¢ —1 < k < 1, os calculos serdo
feitos com 1 < k < ¢. Em outras palavras, a partir de um triangulo, vamos apenas criar

tridangulos semelhantes de medidas maiores, pois, se a razdo de semelhanca entre as medidas

do triangulo maior e as do triangulo menor satisfizerem a relacdo 1 < k < ¢, entdo a razdo

. . , 1 , . 1
entre as medidas do menor e do maior sera _ e pertencera ao intervalo ];, 1[. Por exemplo, se
~ . N . ’ 3
a relacéo entre as medidas dos lados dos triangulos maior e menor é k = =, que pertence ao
. ~ ~ . N , 1 2
intervalo ]1, ¢[, entdo a relacdo entre as medidas dos triangulos pequeno e grande € — = -, que
, 1
esta em ];, 1].

Agora, com o que foi descoberto acima, pode-se criar tridngulos semelhantes e néo
congruentes com dois pares de lados e trés pares de angulos congruentes. Bastam os lados dos
triangulos estarem em uma progressdo geométrica cuja razdo seja igual a razdo de semelhanca

entre os tridangulos e satisfaca a relagdo 1 < k < ¢. Por exemplo, com k =+/2, e a = 1, temos

os triangulos de lados1,v2,2 e 2,2, 2¢/2:
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3.3 Triangulos retangulos ndo congruentes com cinco pares elementos respectivamente

congruentes
Sejam dois triangulos retangulos semelhantes. Neste caso, suponha, sem perda de

generalidade, que k > 1, apenas para que se possa dizer que o maior lado é ak?. Para que o
triangulo seja retangulo, as medidas dos seus lados devem de satisfazer a seguinte condi¢do
(reciproca do teorema de Pitagoras):

(ak?):=(ak)*+a? == a?k*=a?(k*+ 1) ==k*—k?—1=0

~ . 145
Resolvendo a equacdo, obtém-se que k= u'

—=, ou seja, k=,¢ 2127,

satisfazendo a condigdo de 1 << k < ¢» . Portanto, pode-se concluir que existem dois triangulos

retdngulo ndo congruentes com cinco pares de elementos em comum:

Vo

Vb b

Concluses
O material proposto neste trabalho tem o objetivo de criar um entendimento mais
significativo para o conteudo de congruéncias de triangulos da disciplina de Geometria

Euclidiana Plana e, para tanto, propde o estudo de situa¢des onde ndo ocorre a congruéncia.



Ao estudar os motivos da ndo ocorréncia da congruéncia, o aluno, além de perceber a
importancia de se satisfazer as hipoteses dos critérios de congruéncia, tem a oportunidade de
discutir outros contetdos de geometria plana de maneira integrada com o topico estudado,
como ocorreu ao analisar as condicGes de formacdo de triangulos, as situacdes onde 0s
triangulos eram semelhantes e até mesmo, se deparar com o nimero de outro e explorar suas
propriedades. O teorema de Pitagoras (e sua reciproca) também pode ter uma discussdo mais
aprofundada caso o professor responsavel pela disciplina entenda ser adequado na ocasiéo.

O presente artigo ndo tem a pretensdo de prescrever uma sequéncia de atividades para
ser utilizada em sala de aula, mas sim de discutir o conteddo em questdo, de maneira que o
professor possa criar condi¢Ges (e atividades) para que seu aluno explore os casos de
congruéncia e de ndo congruéncia de triangulos. Esta possibilidade de experimentacdo, por
ser utilizada de forma integrada com outros conteidos de geometria plana, contribui para que
o aprendiz tenha melhor clareza na compreensdao do tema e da geometria de modo mais
amplo.

Ao experimentar e discutir com os colegas de sala tais questdes, cria-se um ambiente
fértil para que se desenvolva conjecturas. A conclusdo da validade ou ndo destas conjecturas,
passa pela necessidade da demonstracdo, resultando em um entendimento mais efetivo do

assunto.
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