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Resuma A disciplina de Calculo Diferencial e Integral (QDém um papel importante nas primeiras fases da
estrutura curricular do curso de Licenciatura enteiigitica e diversos cursos das areas de ciéncidases
afins, pois fornece ferramentas fundamentais pdraegpretacao e resolucdo de problemas. As integpar
exemplo, tém uma grande aplicabilidade e imporgamms cursos universitarios. No entanto, na mesma
proporcado de sua importancia, grandes dificuldé&mssido enfrentadas por docentes e discentesoeegso de
ensino e aprendizagem deste conteddo. Um dos miscimotivos € encontrar aplicagdes relacionadas a
formacdo que possam, de fato, contribuir para upnandizagem significativa. Portanto, o principbjedivo
deste trabalho é propiciar aos professores de IBalou recurso didatico para o ensino da integraliat® pela
tecnologia. Este recurso é fruto de uma pesquibaeso estudo da integral definida: uma abordagem de
Arquimedes a Lebesgue que estd sendo desenvoleiddepartamento de Matematica da Universidade do
Estado de Santa Catarina.
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Introducao

As dificuldades relativas ao ensino e a aprendimage Célculo Diferencial e Integral
(CDI) sé&o ha muito conhecidas. Essas dificuldadesesicontradas ao longo da historia da
Matematica, que data de mais de 2500 anos, enwives processos de conceitualizacéo e
instrumentalizacdo do limiteO ensino e aprendizagem da disciplina CDI, para, nos
professores e alunos do ensino superior, revetas®® uma tarefa ao mesmo tempo ardua e
atraente, pois proporciona uma gama imensa de gmalsl de investigacbes e
guestionamentos acerca da pratica docente nasliip®tis de ensino superior.

Ha muito que se pesquisar no ensino de Calctlwipalmente na pratica pedagdgica

gue geralmente esta pautada na abordagem do ligétio e centrada na metodologia
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tradicional envolvendo essencialmente as técnicas trdnsmissdo de conhecimento,
memorizacao e repeticdo de exercicios. Essa grégin suscitado, ao longo das décadas,
muitas dificuldades no processo de ensino e apragein do calculo.

Ha varias pesquisas, em nivel nacional e inteonati que tratam das dificuldades do
ensino-aprendizagem do célculo. Essas pesquisagdaaboo problema sob diversas
perspectivas e em varios contextos, oferecendo eslie® que permitem a andlise das
dificuldades detectadas. Algumas pesquisas prolilesma a apresentacdo formal dos
enunciados matematicos, de modo linearizado numeiaae resultados, que parecem nao
admitir discussbes. Encontramos, por exemplo, alsatho de Tall (1991 apud SAD 1999)
que abordagens correntes para 0 ensino superagrea proporcionar aos alunos o produto
do pensamento matematico, enquanto o processondampmatematico € relegado. De modo
geral ndo se costuma focalizar a trajetéria corapdet pensamento matematico desde o ato
criativo de considerar o contexto do problema ogesala formulacdo de conjecturas, a
constituicdo das afirmacgfes e justificacdes, aégastfinal de refinamentos, resultados e
provas.

Avila (2010) também nos alerta sobre a concepgéiitas vezes equivocada, de que a
importancia da matematica reside essencialmentaanacinio I6gico-dedutivo, enfatizando a
importancia da intuicdo e imaginagédo no processndmo e aprendizagem da matemética.

A ideia de que a importancia da Matematica resieatiocinio l6gico-
dedutivo que ela emprega é uma no¢do bastanteaieada; e nao apenas
os leigos pensam assim, pois muitos professoreBlatematica também
acreditam ser o encadeamento l6gico das demonssragfesséncia do
pensamento matematico. Isto, todavia, é uma vis@igh j& que o
pensamento matematico vai muito além do raciodfieco-dedutivo. Em
seus aspectos mais criativos ele repousa sobretudtuicdo, no raciocinio
plausivel e nos recursos heuristicos, na imaginacaoa visualizacdo
geométrica. Muito frequentemente, 0 raciocinio destrativo apenas
legitima o conhecimento ja adquirido através dess#BOS recursos — 0s
mais férteis da criatividade intelectual (AVILA, 20 p.1).
A grande dificuldade do ensino e aprendizagem[desg radica ndo somente em sua

riqueza e complexidade, mas também no fato de guespectos cognitivos implicados néao
podem ser gerados simplesmente a partir da defim@iematica, que pode ser memorizada.
O ensino do conteudo de integral € abordado genddmeo primeiro ano nos cursos de

Matematica, Engenharias e areas afins. Esse algetstudo é abordado com maior ou menor



profundidade, de acordo com o objetivo de cadaocérsmportancia do ensino de integrais é
inquestionavel, pois ele representa a ferramentdivdgsas aplicacdes, como por exemplo:
calculo de areas; perimetros; volumes; trabalhuyecele massa; montante.

Apesar de sua grande importancia, o ensino degraitelimita-se, muitas vezes, a
memorizacado de técnicas de integracdo. Muitos alsa@m de um curso de calculo sem
entendé-las e nem sequer relaciona-las com limitesivadas.

Um dos grandes desafios no ensino superior denmatitax ainda é, sem duavida, a tao
famosa relacdo entre “teoria e pratica”. Acreditangme se investigarmos esta tematica
verificaremos que ela nasceu no momento em quersegou o0 ensino de calculo. O ensino
pode tornar-se mais significativo se o professeogupar-se em saber em que e como séo
aplicados, no curso de formacéao, os conteldosadwsn

A tdo atual e aberta questdo: “que matematica éssé&da ensinar aos estudantes de
Engenharia?”, que podemos estender a todos os scuisofoi tema de discussdo e
desdobramentos em um encontro de matematicos alexiges noChicago Symposium on
Mathematics for Engineering Student, ocorrido em 1907, na Universidade de Chicago,
evidenciando que ndo é recente a preocupacdo chlatematica ensinada nos cursos de
ciéncias exatas (SLAUGHT 190&pud GOMES 2009). Entretanto, as dificuldades
apresentadas no ensino de CDI tém sido ao longaélzslas responsaveis por um grande
indice de evasédo ou retencdo dos estudantes, gedaswlissdes nos grupos de pesquisa em
Educacdo Matematica e em Congressos de Ensino denkarias até os dias atuais
(FARIAS, 2007, SILVA FILHOet al., 2007 apud FIORANI, LOPES, NAKAO, 2011).

Com base nesse panorama, os educadores sentesafiadis a identificar estratégias
para possibilitar aos estudantes a superacdo daldicaldades, com o intuito de motiva-los
e propiciar-lhes uma matematica significativa na &wea de atuacao. Portanto, neste trabalho,
apresentamos uma proposta de aplicacdo da intdgfadida mediada pelo auxilio de
ferramentas tecnoldgicas. O principal objetivo deaplicacdo € propiciar a relagdo entre
“teoria e pratica”, auxiliando o aluno na compréensla teoria com 0 uso dos recursos
tecnoldgicos e na pratica com uma aplicacdo doeitinde integral em problemas de sua

area de formacao.



Fundamentacao Tedrica

As atividades foram elaboradas na perspectivaatatda aprendizagem significativa,
tendo como objetivo despertar nos alunos uma ny#tvapara aprender, de forma
significativa, os conteudos referentes as integrasgatando o conceito da geometria e da
fisica oriundos do conhecimento adquirido no ensialio, evoluindo para conceitos mais
avancgados e auxiliados por uma tecnologia de irdtca

Segundo Abreu e Reis (2011) com, o intuito dewseon insucesso na construcao do
conhecimento significativo do ensino de calculsafla geralmente adotada € privilegiar um
grande numero de problemas e exercicios, muitassvezpetitivos, com 0s quais o aluno
acaba memorizando, de alguma forma, processosdkigao, reduzindo a ideia e o conceito
ao algoritmo.

Temos observado, como professores de calculofesgares em formacado, em nossas
praticas pedagogicas que muitos de nossos alunosagazes de determinar a primitiva de
diversas fungdes, utilizando para isso varias ¢ésnile integracdo. Entretanto, o conceito de
integral e suas conexdes com a derivada, muitasyeao € compreendidos pelo aluno, pois
em geral a resolucdo é feita mecanicamente, ustdwlocas de memorizacdo para 0S
modelos matematicos especificos para cada tipord@o.

Parece haver consenso que o ensino da Matematicialibertar-se
das amarras de um ensino passo a passo, que Goapuendizagem
de procedimentos e ndo incentiva ao conhecimenttenddico

relacional que leva ao individuo a estabelecer psemais, novas
conexdes entre os Vvarios conceitos estudados. (RRZOD1, p. 91,
apud ABREU & REIS, 2011, p.440)
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Para romper essas amarras € necessario promdévacsis didaticas que sejam
significativas para o aluno no processo de ensiraprendizagem. Tais situacdes devem
envolver o aluno, permitindo-o construir e/ou athibsignificados compartilhados na sua
formacgao. “Entendemos que proporcionar condi¢Oes yo@a aprendizagem significativa dos
estudantes seja um dos objetivos primeiros da eéacascolar” (BORSSOI & ALMEIDA,
2004, p. 92).

A aprendizagem significativa pode ser definidenoaum processo por meio do qual o

sujeito aprende novos conhecimentos a partir dggdel com os conhecimentos adquiridos



anteriormenteCom base na teoria de Ausubel (1980), a aprendizaggnificativa pode ser
entendida como um

processo pelo qual uma nova informacdo se relacid@amaneira
substantiva (ndo literal) e ndo arbitraria, a upea relevante da
estrutura cognitiva do individuo. Neste processmwa informacao
interage com uma estrutura de conhecimento especifi qual
Ausubel chama de “conceito subsungor” ou, simplesene
“subsuncgor”, existente na estrutura cognitiva deenguaprende.
(MOREIRA, 2006, p. 14,15, apud MIRANDA, 2011, p.3).
Acreditamos que se, nés professores e professaredormacgdo, incorporarmos

atividades em nossa pratica docente a luz da tedsiaaprendizagem significativa,
reestruturando-as de acordo com as necessidadiéisepers a formacao dos estudantes,
estaremos propiciando um ambiente onde o estugassa estabelecer as conexdes entre 0s
conhecimentos existentes em sua estrutura cognéivas novos conhecimentos. Como
destacam BORSSOI & ALMEIDA (2004, p.98), “pensar ema educacdo que promova uma
aprendizagem significativa requer levar em conf@aresso de construcdo de significados
como elemento central do processo de ensino edipagem”.

Entretanto, para obter éxito nesse processo,nslquesquisadores defendem a
necessidade de algumas condicdes, tais como:izagdib de um material significativo nas
atividades de ensino; a existéncia de conhecimemésos que permitam ao aluno relacionar
0 que j& sabe com os conhecimentos novos; e assposiifdo positiva do aluno para aprender
significativamente (AUSUBEL et al 1980, COLL et2l00, MOREIRA, 1999).

Devemos pensar que ao propor atividades em salastque propiciar estratégias de
ensino aos nossos estudantes que favorecam aidadg, a autonomia e a flexibilidade do
pensamento matematico dos educandos, buscandolh&tabaom mais énfase na
fundamentacado conceitual do que no processo mecdagctécnicas, formulas e algoritmos.

De acordo com os PCN (1998) é de senso comum dmexiste uma estratégia que
possa ser identificada como Unica e melhor parsme de qualquer disciplina, em particular
da Matematica. No entanto, conhecer diversas phdades de trabalho em sala de aula é
fundamental para que o professor construa suecarddentre elas, destacam-se 0S recursos

tecnologicos que podem fornecer instrumentos paomstrucao das estratégias de resolucao.



A incorporagéo de atividades com o0 uso de recuesm®I|Ogicos constitui um aspecto
relevante para o ensino e aprendizagem do cél@am a disponibilidade das calculadoras,
computadores, softwares gratuitos e de outros gesuecnolégicos educacionais, abre-se um
grande leque de possibilidades para a realizac@xmrimentos e praticas pedagdgicas que
seriam inimaginaveis sem o uso de tais tecnologisensino de integrais podem-se utilizar
0s recursos gréaficos para visualizar o conceitantisgral definida e suas aplicaces, por
analogia ao célculo de areas por soma de Riemann.

A tecnologia é essencial no processo da visualiza&c&ssa por sua vez
ocupa um papel fundamental na compreensdo de dasteatematicos
(...). Stewart (2008) ao enfatizar a compreens&ocdaceitos no ensino de
calculo, lembra que a visualizacdo e as experiénuienéricas e graficas,
entre outras ferramentas, alteram fundamentalmentdorma como

ensinamos 0s raciocinios conceituais. A animacapagocionada pelos
recursos computacionais constitui um elemento foned@al na visualizacéo
de forma que as imagens podem ser dindmicas @rietadas pelos alunos
em outras formas de produzir o conhecimento (SI&/RERREIRA, 2009,

p. 1)
Segundo Crisostomo et al (2012), na pratica piiofisé docente tem-se observado que,

nos cursos de graduagcao de grande parte das udadss brasileiras, muito se fala sobre
inclusao digital e sobre a influéncia da tecnologia metodologias educacionais. No entanto,
pouco se utiliza das ferramentas tecnoldgicas aea@onsciente e consistente nas atividades
docentes nas disciplinas das areas de Ciénciaasxat

Com o intuito de contribuir com recursos &licbs auxiliados pelas ferramentas
tecnoldgicas para o ensino de célculo estamos pdappeste trabalho uma articulagéo entre
a tecnologia e a docéncia com a utilizacdo do GbaG&o processo de ensino e
aprendizagem da integral definida.

O processo de ensino da Integral, geralmzdeado nos livros didaticos, tem seu estudo
de aplicacfes voltado para o campo geométrico, gooncexemplo, o calculo de areas de
regibes delimitadas por curvas, volumes de solitosevolucdo e comprimentos de arcos de
curva que remontam a aplicacdo da época de Argesndthtretanto, essas aplicacdes nao
refletem o interesse dos académicos de muitos £ummo base nisso propomos, em uma
pesquisa que se encontra em andamento, o desenental de aplicacbes auxiliadas pela
tecnologia pertinentes a area de formacao do adedém
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Metodologia

Inicialmente realizamos uma analise dos livros tiidd sobre os diversos tipos de
aplicacoes da integral definida disponibilizadasleitor. Num segundo momento, foram
coletadas aplicacbes oriundas de uma pesquisazaealipelos alunos de uma turma que
envolvia académicos de diferentes cursos. Apésirmaraento das aplicagfes foi selecionada,
dentre vérias, uma no campo da Fisica, por entertdeque esta € pertinente a todos os
cursos envolvidos. Tal aplicacdo envolve o conceédrabalho e foi desenvolvida a partir

das relaces com a integral definida e implememadsoftware GeoGebra.

Aplicacao: do trabalho a integral definida

No Ensino Médio a abordagem do trabalho realizado yma forca considera o
movimento unidimensional com forca constante, seadmabalho dado pelo produto do
moédulo da forca pelo deslocamento. Nosso objetigefi@ir trabalho realizado por uma forca
variavel com a posicao, utilizando a integral ddfirpara encontrar o trabalho realizado. Esse
€ um classico problema fisico de um bloco de maesaecida que se move linearmente
devido a uma forca resultante aplicada nele. Esga tegue a lei de uma funcéo dada, tendo

um angulo fixo com a superficie conforme figura 1.

- FX=f)T
>

Figura 1: Trabalho com a forca paralela ao deslecaon

No caso em que a forca que atua sobre o partiédaé paralela ao deslocamento

v

temos queﬁ(x] = f(x) cos f1, sendo f(x)cosf a componente da forca na direcdo do

deslocamento sobre o eixo das abscissas confaustgik figura 2.

P ®=cossT

v

X
Figura 2: Trabalho com a forca ndo paralela acodastento
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Este problema é amplamente utilizado e aplicadwide real, pois varios conceitos
que envolvem forgca e movimento estdo relacionados tabalho desenvolvido por essa
forca. Além disso, esse conteldo faz parte da gradeular do ensino médio e do ensino
superior. Entretanto, a exploracdo desse problema,é dinamico, limita-se geralmente a
utilizagc&o de figuras estéticas em vez de umafplata mdvel e interativa.

Os recursos dinamicos oferecidos pelo softwareé38boa auxiliam-nos na exploracao
desse problema. Inicialmente, pode-se desenvolidegia intuitiva do trabalho realizado por
uma forca variavel a partir das somas dos trabathakzados por uma forca constante
aproximada em pequenos deslocamentos. Ou sejantsumpe sobre uma particula que
desloca-se no eixo das abscissas atua uma forgielpagio deslocamento e € variavel com a

posicdo, sendo a intensidade da forca dada por fun@io continuaf(x) aplicada no
intervalo de deslocamentda,b]. Particionando esse intervalo em subintervalos
infinitesimais [x,_,, x;], pela continuidade d& o trabalho realizado ao longo do i-ésimo
subintervalo sera aproximadamerfifc;)Ax, ondec; € [x,_y,x.] € Ax,=x, —x,_4. Logo,
somando todas as parcelas chega-se ao valor agaxido trabalho realizado no movimento

de um objeto de atéb, como ilustrado na Figura 3.
y

£(x)

a C=X, X b X
Figura 3: Aproximagé&o do trabalho realizado pora®m
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Matematicamente, essa soma pode ser denotada’ppf(c,)Ax; e, parece que,
guanto menor for a amplitude maxima de cada subeltemelhor serd a aproximacao. Logo,
€ natural definir o trabalho realizadd], como o limite dessa soma quando a amplitude
méaxima tende para zero ou equivalentemente o nudeesobintervalos tende para o infinito.

Comoxr, f(c.)Ax, é uma soma de Riemann, temos que seu limite tegrah definida da

funcdof no intervalo[a, ], ou seja,

m—++oo

W= lim if(ﬂi]ﬂxi = jbf{x]dx.
i=1 “

Para propiciar essa ideia intuitiva do trabalho apelsucessivas somas,
implementamos no GeoGebra a situacdo problemaitdescima. O recurso consiste em duas
representacdes dindmicas e simultaneas no Geo@gmmaétrica e grafica), contendo caixas

seletoras de dados a serem inseridos conformeaihusts figuras 4 e 5.

e
201 Forgalx/80-3/50 - 2+ 12 |
i Pela soma superior o frabalho realizado
18 E:slucamentolimiylas até agora & de aproximadamente 72.7431 N,
b b 5 |
144 Massa do Bloco (kg):|7 | % Integral
12:_ Precisdo (reléngulos!metro):|2 | Pelaintegral o trabalho realizado
i até agora & de exatamente 67.1446M.
10 N
a4
a4
44
2
o
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Figura 4: Janela de Visualizagdo da Implementagémparando valor aproximado e exato

Na primeira implementacéo (Figura 4) o aluno deveae com 0s seguintes dados:
forca resultante em funcdo da posicdo; angulo dafresultante com a superficie; precisdo
(numero de retangulos por metro); e massa do blBoo.seguida, clicando em iniciar, o
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bloco, inicialmente em repouso na origem, comeagaméover-se. Enquanto o bloco efetua o
movimento os valores da forca sdo representados no gradidorda pelo deslocamento, que
esta acima do bloco, usando a soma superior. Estiinando-se as areas dos retangulos
obtidos na representacao grafica, obtemos uma iapag#io para o trabalho realizado pela
forca. Também é possivel exibir o valor exato dbatho, calculado pela integral definida da
forca no intervalo desejado, habilitando a caixaegral”.

Nesta implementacdo o usuario pode simular o dasiento do bloco utilizando os
recursos dindmicos da ferramenta. Enquanto moveawm,bele podera visualizar o trabalho
efetuado em cada intervalo de deslocamento comoauesade um retangulo. Ou seja, em
cada subintervalo o trabalho € dado pelo calcularda do retangulo, cujas dimensdes sao

f(e,) e Ax.. Entretanto, o movimento do bloco é constante,seja ndo aumenta de

velocidade, néo representando o que de fato ofisitamente com o movimento do bloco.
Para simular esse comportamento fisico realizamm@saegunda implementacdo representada
na figura 5. Na qual o usuario deve entrar comaaost posicdo em funcdo do tempo; angulo
da forca resultante com a superficie; precisdo émande retangulos a serem criados por
segundo); e massa do bloco.

261 Funcdo Posicdox*/80- %/ 50 + 2x/ 12

241 Instante (s): 12.7 0 trabalho aproximado realizado até agora & de 114.4323N

Massa do Bloco (kg)| 10

Precisdo (retingulos/segundao) 10

T Lttt e e e e e
-4 -2 q02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 45 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 V2 74 76 7B 8O 82 E

o] =
1 D CF
10
12
A

Figura 5: Janela de visualiza¢do da segunda impleci&o
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Como a funcdo fornecida pelo usuério agora € adfurgosicdo pelo tempo, a

implementag&do mostra como a velocidade do blocawaientando ou diminuindo, conforme

0 tempo vai passando. Para calcular a integrafioersieria necessario o calculo da funcdo
inversa, pois deve-se gerar um grafico da forca pesicao. Por causa disso, a soma inferior
utilizada para calcular o trabalho aproximado nplémentacédo néo é feita da maneira usual,

sendo as dimensdeasx; dos retangulos ndo necessariamente iguais, paist@sgulos séo
construidos em intervalos fixos de tempo. Assiroomprimentoix, depende da velocidade

do bloco, que em geral varia com o tempo. Porésa @aplementacdo ndo permite que o
usuario compare o valor aproximado e o exato doaln® realizado, devido a restricdo
Imposta pela fungéo inversa.

Com esta aplicacéo o professor pode introduzimzeito de integral definida a partir
de um problema conhecido do aluno desde a edudsgsdca. Alguns questionamentos sao
interessantes nesta proposicao, tais como: “Cortey ama boa aproximacao para o trabalho
realizado?”; “O que acontece com o valor da amghitde cada subintervalo para que haja
uma boa aproximacdo do trabalho?”; “Quantos ret@sgseriam necessarios para que
pudéssemos ter o valor exato do trabalho efetualdofprca para deslocar o bloco?”; “Como
obter esse trabalho exato?”.

Essas questbes podem nortear o trabalho do poof@ssa introduzir a integral
definida por meio de uma aplicacédo cotidiana, dife da classica apresentada nos livros
didaticos, a area sob uma curva dada.

Consideracoes

A revisdo bibliografica dos livros didaticos quealieamos no decorrer do
desenvolvimento desta pesquisa apresentaram eiadéhe que a introducéo do conceito de
integral definida é abordada geralmente pelo proalelassico da area sob uma dada curva.
As situagfes problemas referentes a outros domitdamsscomo fisica, economia, biologia,
apresentam-se como uma aplicacdo direta da intetgfhida, ndo sendo geralmente
utilizadas para trabalhar com a ideia de somasi@®an. Portanto, o professor, ao consultar

o livro didético, tem & sua disposicao o recursarda, independente da formacdo académica



do aluno. Determinar a &rea sob uma regido foindiraca sendo uma questdo interessante.
Entretanto, dependendo da formag&o académica do,ala por si s6 ndo consegue motivar
a aprendizagem do conceito da integral. Portastudar que conectada a ideia de determinar
a area esteja relacionada uma situacdo problentingree ao curso de formacdo do
académico, propiciando uma motivagéo para a comp@eedo conceito e consequentemente
uma aprendizagem significativa do conceito da natledefinida.

A aplicacdo do trabalho realizado por uma forgaaval pode ser um vetor potencial
para o professor de calculo, pois a partir desteciio ele pode implementar outras
aplicacbes similares e adequadas a formacdo aczml@&haicada curso. A utilizacdo dos
recursos dindmicos do GeoGelpermite a simulacdo de uma situacdo de investigdifél
guando restrita ao ambiente l4pis e papel, fato mpoe evitar a aprendizagem baseada na
reproducdo automatica de formulas, muitas vezggaada de significado conceitual.

O recurso proposto evidencia o papel do GeoGebraentido de proporcionar a
compreensao de determinadas ideias, de modo partide particulas infinitesimais, infinito
e limite. Além disto, podemos propiciar ao aluno wompimento do predominio da
representacdo algébrica no processo de ensinoeetadon a articulacdo das representacées

algébricas e graficas, possibilitando uma apregeéizaesignificativa
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