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Resumo: Este texto tem o objetivo de discutir matematicamente e por meio de duas filosofias
(platdnica e wittgensteiniana) estranhamentos — entendidos como uma situagdo na qual uma pessoa
se vé em uma posi¢cdo que ndo consegue dar conta e ndo consegue aceitar — matematicos que
podem ocorrer aos alunos em relagdo a definicdo de circulo e a situagcdo do circulo quadrado em
disciplinas de Geometria Euclidiana Plana ou de Espacos Métricos. Essas discussdes contribuem
para os futuros professores terem uma maior lucidez matematica e encararem os estranhamentos
que podem ocorrer em salas de aulas.

Palavras Chaves: Geometria Euclidiana Plana. Espacos Métricos. Estranhamento. Filosofia da
Matemética. Formacéo de Professores.

Introducao
Em disciplinas de Geometria Euclidiana Plana (GEP) o circulo é definido

como “Seja A um ponto do plano e r um numero real positivo. O circulo de centro A e

7z

raio r é o conjunto constituido por todos os pontos B do plano tais que AB=r"
(BARBOSA, 2006, p. 17).

Muitos alunos do Ensino Superior estranham quando um professor define o
circulo e desenha no quadro uma figura dizendo que o que ele esta fazendo, na
verdade, ndo é um circulo, € uma representacdo dele, porque a representacdo ou 0
tracado da circunferéncia ja foge da definicdo e da unidimensionalidade da linha,
pelo tracado do giz possuir uma area.

Essa fala do professor esta relacionada a uma visdo filosofica platdnica de
matematica na qual que os objetos matematicos ndo sao reais, “Sua existéncia € um
fato objetivo, totalmente independente de nosso conhecimento sobre eles. [...].
Existem fora do espaco e do tempo da experiéncia fisica. S&o imutaveis — ndo foram
criados, e ndo mudardo ou desaparecerao” (DAVIS E HERSH, 1985, p. 359).
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A fala do professor gera um estranhamento em muitos alunos, pois eles
nunca pensaram que as figuras que desenhavam e utilizavam para resolver
exercicios de matematica na escola ndo poderiam ser circulos, somente
representacfes mentais dele. O estranhamento pode ter relacdo, também, com o
gue se passa na vida cotidiana, pois se uma pessoa comprar uma mesa de madeira
circular, tera um circulo feito por um marceneiro e esse circulo € real para essa
pessoa.

Se ha um estranhamento, que pode ser visto como uma situacdo na qual uma
pessoa se Vé em uma posicdo que nao consegue dar conta e ndo consegue aceitar
(SANTOS e LINS, 2016, p.337), como € a situacdo sobre a relacdo entre o circulo
da definicdo, a representacdo dele e o circulo no mundo cotidiano? O que dizer
entdo de que com a definicdo de circulo apresentada € possivel ter um quadrado
representado?

Neste artigo vamos lidar com esses estranhamentos e aborda-los de forma a
sugerir que uma disciplina de GEP, no Ensino Superior, pode ser uma 6tima
oportunidade de discutir matematica e abordagens filoséficas da matematica na
formacdo de professores sem que se tenha, necessariamente, uma disciplina
especifica de Filosofia da Matemética ou de Espacos Métricos (EM). Para isso,
abordaremos matematicamente o estranhamento do circulo quadrado e discutiremos

as filosofias platbnica e wittgensteiniana de Matematica.

Circulo Quadrado

Por que é possivel construir um quadrado com a definicdo de circulo?

Na GEP, a medi¢cédo do raio do circulo ou de segmentos, de modo geral, é
feita de forma axiomatica para garantir a existéncia de comprimento de segmentos,
como vemos em Barbosa (2006). Uma forma usual de calcular esse raio pode ser
pelas férmulas rzzc—ﬂz\/é , quando é dado o comprimento C ou a area A do
circulo. Quando sdo dados os pontos A e B do circulo, conforme a definicdo de
Barbosa (2006), um modo de medir a distancia entre eles na GEP é usar uma régua.
No entanto, esse ndo € o unico modo de medir.

Na Geometria Analitica (GA), dados os mesmos dois pontos A e B vistos num
sistema de coordenadas ortogonais, podemos usar o teorema de Pitagoras para

calcular a distancia entre eles, como veremos adiante. Esse também nao é o Unico
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modo de medir. Se formos para a area ou disciplina de EM, outros modos de medir
distancias, que estdo de acordo com os axiomas de medicdo da GEP, podem ser
feitos respeitando a seguinte definicAo de métrica ou distancia, baseada em Lima
(2003): uma métrica num conjunto ndo vazio M € uma fungdo d:M xM — R que
associa a cada par ordenado de elementos x,yeM um numero real d(x,vy),
chamado de distéancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes
condigdes, para quaisquer x,y,zeM : 1) d(x,x)=0, a distancia de um ponto a ele
mesmo € zero; 2) Se x =y entdo d(x,y) >0, a distancia entre dois pontos distintos é
positiva; 3)d(x,y)=d(y,x), a distancia de um ponto até outro € a mesma do outro
até este um; 4) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (desigualdade triangular), se me desviar do
caminho usado para medir a distancia entre dois pontos e passar por um terceiro
ponto, esta nova distancia ndo podera ser menor.

A definicdo de métrica € importante para o conceito de espacos métricos,
dada pelo par (M, d), onde M é um conjunto ndo-vazio e d € uma métrica em M. De
acordo com Lima (2003), “Os elementos de um espago métrico podem ser de
natureza bastante arbitraria: nimeros, pontos, vetores, matrizes, funcdes, conjuntos,
etc.” (LIMA, 2003, p. 1).

O plano da GEP possui uma estrutura de espaco métrico quando o

enxergamos como um sistema de coordenadas ortogonais da GA. Ele pode ser
chamado de espaco euclidiano e escrito como R*=RxR, cujos elementos desse

espaco, chamados de pontos sdo da forma A=(x,Y,). Dados dois pontos A=(X,Y,)

e B=(x,,¥,), podemos calcular a distancia entre eles utilizando o Teorema de

Pitagoras, escrito como: d(A,B)=\/(xl—x2)2+(yl—y2)2. Com esta métrica e a

definicdo de circulo, temos o circulo da GEP como representamos na Figura 1
utilizando o software GeoGebra.

Figura 1. Representa¢éo do circulo

'
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Por outro lado, com o mesmo plano e sistema de coordenadas da GA,
podemos definir a métrica d,(A B) =[x, —X,|+|y, —Y,|. Com esta métrica — que pode
ser chamada métrica do taxi — e a definicdo de circulo, a representacgédo fisica da

figura mudara para um quadrado, conforme a Figura 2.

Figura 2. Representa¢éo do quadrado

\
/

< N\ \ < .
N / \\\ /
\/

Exemplificando formalmente a construgcao da Figura 2. Escolhemos o raio r=1

e o centro do circulo O=(0,0). Podemos encontrar 0os pontos B=(xzy2) que
satisfagam  d,(O,B) =|0—x,|+[0—y,|=1. Analisando a expressdo de d; nas 4

situagdes: 1) se x2<0 e y,<0, —xo—Y2=1; 2) se x>0 e y»>0, Xo+Yy»=1; 3) se x>0 e y,<0,
Xo—Y2=1; 4) se Xx,<0 e y,>0, —x»ty,=1. Vemos que cada uma delas forma uma
semirreta no plano cartesiano que define os quatro lados do quadrado. Exemplo de
algumas coordenadas para o ponto B sdo: (0,1), (1,0), (*2,%), (%4,%4), (0,-1), (-1,0).
Com uma “‘mesma” definicdo podemos ter duas figuras diferentes
representadas. Existe algum problema com a definicdo de circulo? Ndo. Na GEP, a
definicdo de circulo € dada de modo que a medida do raio estd em conformidade
com os axiomas de medicdo de segmentos. No entanto, esse ndo € o Unico modo
de medir distancia, uma vez que ele muda, podemos ter representacdes graficas
diferentes de circulo. Assim como o modo de medir distancia ndo € Unico, o espacgo
euclidiano plano também ndo é o Unico espaco métrico que existe na matematica.
Uma disciplina de Espacos Métricos lida com outros espacos (Lima, 2003), sendo
uma oportunidade dos futuros professores de matematica ampliarem seus
repertorios matematicos e discutirem no¢cdes que podem causar estranhamentos. No
entanto, nem sempre essa disciplina € trabalhada em cursos de graduagdo em
Licenciatura em Mateméatica e quando € trabalhada nem sempre € feita uma

discusséo dela com a GEP ou com a GA, como a que iniciamos neste artigo.
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O Circulo Platénico

O primeiro estranhamento causado pela definicAho do circulo e a
representacdo dele, que ndo é o circulo verdadeiro para alguns professores
universitarios, pode ser explicado na filosofia platdnica. Ela separa o mundo em
sensivel e inteligivel, sendo o primeiro o mundo que vivemos e o segundo o mundo
no qual as coisas existem verdadeiramente e que devemos almejar. Nesta filosofia,
a matematica contribui para a ligacao entre esses mundos, por ser o conhecimento
do que existe sempre e ndo do que se gera ou se destréi ou do que tenha corpos
visiveis ou palpaveis, como vemos no dialogo de Socrates com Glaucon em Platdo
(2001).

Sendo a matematica que faz a ligacdo entre os mundos inteligivel e sensivel,
a sua compreensdo, assim como a compreensdo do mundo inteligivel, se da por
meio de quatro modos: nome, definicdo, imagem e conhecimento (ou ciéncia).

Exemplificando com o caso do circulo, o objeto, cujo nome é “circulo”, possui
uma definicAho e uma imagem dada pela representacdo dele por meio de
construcdes ou figuras. Essas constru¢cdes podem ser apagadas ou destruidas, o
que ndo acontece com o circulo verdadeiro, pois ele € o que existe sempre. Nome,

definicdo e imagem séo os trés primeiros modos (ou graus) de conhecimento.

O conhecimento, quarto modo, ndo é nem o circulo real (o préprio circulo
em si mesmo), nem sdo os trés modos de conhecimento [...], mas a
compreensdo que nossa alma tem da ligagcao entre eles — o quarto modo é
0 gue se passa em nossa mente quando o nome, a definicdo e a imagem
sdo produzidos. [...] O quarto modo é o conhecimento do conhecer, isto é, 0
sabermos que temos trés modos de conhecer e sabermos que 0 objeto
alcancado por esses trés modos nao se confunde com o objeto real (isto é,
o circulo em si, a esséncia do circulo, pois o verdadeiro circulo esta além
das palavras e dos tracos). (CHAUI, 2002, p. 245-246)

SO se chega ao conhecimento verdadeiro do objeto por uma espécie de

“friccdo” entre os quatro primeiros modos, o que

[...] produz uma espécie de faisca, uma luz que nos faz ver a pura ideia da
coisa. Ou seja, passando de um a outro, indo e voltando de um a outro dos
guatro modos, subitamente, como num lampejo, nossa alma vé diretamente
o objeto real, tem dele uma viséo intelectual, tem o que, mais tarde Platdo
chamara de intuicdo, um contato direto e instantdneo com a esséncia pura
ou ideia pura da coisa procurada. (CHAUI, 2002, p. 247)
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Os modos de conhecer ou a “exposicao da teoria do conhecimento [de Platao]
€, a0 mesmo tempo, a exposicdo da separacdo e diferenca entre o sensivel e 0
inteligivel” (CHAUI, 2002, p. 249) cuja ligacdo deles se da por uma passagem aos
graus de conhecimento.

Nesse processo de conhecimento, € a alma que rememora ou descobre o que
existe no mundo inteligivel, pois conhecer € lembrar (Teoria da Reminiscéncia), ou
seja, “a alma aprendeu, antes da encarnagao®, tudo aquilo de que ela, novamente,
adquirird o conhecimento, de sorte que investigar e aprender € reativar um saber
total que se encontra latente na razdo” (CHAUI, 2002, p. 266).

Um exemplo de rememoracéo se da no dialogo de Socrates com um escravo
de Ménon (PLATAO, 2010), no qual Socrates o leva a rememorar, por meio de
perguntas e respostas, a solu¢cado do problema de encontrar o lado de um quadrado
cuja area € o dobro da area de um dado quadrado.

A filosofia de Platdo assumiu, no decorrer do tempo, algumas alteracdes.
Silva (2007) afirma que ha varias versdes do platonismo na filosofia da matematica,
dentre elas o racionalismo e o estruturalismo, por compartilharem algumas ideias
originais de Platdo, que sdo, de certo modo, as filosofias realistas (ontolégicas — que
acreditam que o0s objetos matematicos ndo sdo objetos deste mundo — ou
epistemoldgicas — que acreditam ser a verdade matematica independente da acéo
do sujeito).

Nessas versdes de platonismo tem-se, com base em Silva (2007), que a
matematica € uma ciéncia objetiva, que investiga realidades objetivas e busca
verdades por meio de descobertas e ndo criacdo, o que nos remete a Teoria da
Reminiscéncia de Platdo; € uma ciéncia a priori, ou seja, independe da experiéncia,
em que um caso exemplar é a discusséo feita sobre o circulo; é verdadeira na
medida em que corresponde a realidade mateméatica como ela é de fato e seus
enunciados tém um valor de verdade (verdadeiro ou falso), ainda que desconhecido,
determinado de uma vez por todas; sempre soluciona seus problemas e, se ainda
existem problemas em aberto na matematica, € porque ndo ha desenvolvimento
matematico suficiente para soluciona-los.

Na nossa leitura, nesta filosofia, o estranhamento do circulo quadrado néo

passa de uma confusdo que fazemos aqui no mundo sensivel por ainda néo

® Sobre a imortalidade e a encarnacao da alma, ver o Mito de Er (PLATAO, 2001).
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conhecermos e sabermos lidar com os descobrimentos de mais matematica, como é
o caso de podermos medir distancias de diferentes modos.

A cada novo modo de medir distancia, mantendo-a constante, nos
proporciona diferentes representacdes de figuras geométricas, que podemos chamar
de circulo, num abuso de linguagem, porque o circulo sai de cena e o que
permanece é a definicdo de um objeto condicionada a definicdo e a escolha de uma
métrica. Isso significa que cada objeto representado possui propriedades que o
caracteriza e o enquadra em uma definicdo, que ndo se altera; como é o caso do
quadrilatero representado na Figura 2 cujos lados séo iguais e seus angulos séo de
noventa graus, se enquadrando na definicdo de quadrado.

A partir do momento que um aluno estuda EM ou GEP com as discussfes
que fizemos, na filosofia platdnica, esse aluno pode descobrir mais matematica que
esta relacionada com seus conhecimentos anteriores e que nao alteram suas

esséncias.

O Circulo Wittgensteiniano

Um encaminhamento diferente para o estranhamento do circulo quadrado
pode ser visto na filosofia de Wittgenstein. Nela, “[...] E evidente que a matematica,
em certo sentido, € uma doutrina [...]” (WITTGENSTEIN, 2009, XI, p. 292), mas ela
“[...] é, também, um fazer” (Ibid), uma acdo humana que a coloca em movimento no
mundo.

O matematico é um inventor e ndo um descobridor, ele “inventa sempre novas
formas de representacdo, umas estimuladas por necessidades préticas; outras, por
necessidades estéticas, e varias outras ainda” (WITTGENSTEIN, 2009, |, 8167, p.
75). “O matematico produz esséncias” (WITTGENSTEIN, 1978, I, 832, p. 29) e por
fazer isso, produz novos estranhamentos em relacdo as esséncias anteriormente
produzidas, bem como a impossibilidade de se produzir uma esséncia pura que dé
conta de todas as outras ja produzidas ou ainda por virem.

A matematica nao fica restrita ao fazer de matematicos, mas a fazeres
baseados em praticas sociais tais como “aquelas realizadas [...] pelos professores
de matematica, pelas diferentes comunidades constituidas com base em vinculos
profissionais, bem como pelas pessoas em geral em suas atividades cotidianas”
(MIGUEL e VILELA, 2008, p. 112).
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Para Miguel (2014), na perspectiva da matematica como um fazer, no mundo
da granja, em que as praticas devem ser realizadas em conformidades com regras,

inclusive a divisdo de ovos de galinhas em cartelas,

[...] faria sentido (mesmo que, em tal mundo, a palavra “matematica” nao
seja usada nesse sentido) falar-se em praticas matematicas como o
conjunto de jogos de linguagem [que serdo abordados adiante]
normativamente orientados — isto €, orientados por propésitos inequivocos —
gue nele sdo realizados. [...] Assim, nesse mundo, os trabalhadores que
encenam praticas normativamente orientadas quer, por regras definidas
pela legislacdo, quer por outras de naturezas diversas, estariam envolvidos
em atividade matematica, ainda que nenhum conteudo “tipicamente
matematico” (escolar ou cientifico-académico) pudesse ser visibilizado ou
percebido nessas encenacdes corporais.( MIGUEL, 2014, p. 23)

Esta fala de Miguel muda o modo de ver a matematica. O foco deixa de ser a
matematica vista como um corpo cumulativo proposicional de conhecimentos ou
conteddos universais consensualmente considerados como matematicos por uma
determinada comunidade de especialistas e passa a ser um conjunto ilimitadamente
aberto de préaticas ou acbes humanas, realizadas (ou que poderdo vir a sé-lo) em
quaisquer campos de atividade humana, que sejam orientadas por propdsitos
sociais normativos — isto €, que precisam ser vistos como inequivocos — para que
tais propdsitos possam ser atingidos.

A definicdo de circulo na GEP e nos EM, na perspectiva wittgensteiniana,
desempenha papéis diferentes: no primeiro caso, ela € uma proposicdo normativa, e
dai qualquer mencéo a circulos decorrera da definicdo dada por Barbosa (2006); no
segundo caso, a definicdo opera como uma proposicao descritiva de uma métrica,
cuja representacdo grafica pode ser um quadrado.

Gottschalk (2007) afirma que Wittgenstein faz uma distincdo entre
proposicbes empiricas e gramaticais, considerando que as primeiras tém uma
funcdo descritiva (descrever objetos empiricos, ideais ou mentais) e as segundas um
papel normativo, ou seja, dizem o que € ser algo, que sdo as condicbes para
qualquer descricdo do mundo empirico. Essa distingdo ndo é rigida, porque uma
mesma proposicdo pode ter diferentes funcdes e depende do contexto de

enunciagao.

O que é importante ressaltar nesta distingdo que Wittgenstein faz em
relagdo aos diferentes usos possiveis de uma mesma proposicédo, € que a
funcdo exercida se mostra no proprio uso da proposicdo. Sdo as
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circunstancias que esclarecem o tipo de fungdo que estardo exercendo.
(GOTTSCHALK, 2007, p. 117)

As diferencas de usos de proposi¢cdes se mostrardo em jogos de linguagens,
sendo eles a totalidade formada pela linguagem e atividades a ela entrelacada
(WITTGENSTEIN, 2009, 8§7).

A base de um jogo de linguagem é o nosso agir (WITTGENSTEIN, 2012,
§204) situado no tempo e no espagco e nao em um mundo ideal, existente
independente das acdes humanas. Tanto é que nédo faz sentido falar em esséncia de
um jogo de linguagem. Nem Wittgenstein (2009) se preocupou em definir
precisamente nocdes como a de jogos de linguagem, ele exemplifiou alguns:
ordenar e agir segundo as ordens, descrever um objeto pela aparéncia ou pelas
suas medidas, relatar um acontecimento, pedir, rezar, agradecer, etc. Isso significa
gue também nao faz sentido falar em esséncias das palavras, como, por exemplo,
em esséncia da palavra matematica ou circulo. Neste sentido, o que € circulo passa
a ser visto como usamos a palavra circulo nas atividades que exercemos.

Nesta perspectiva, as discussbes sobre o circulo, sua representacdo e sobre
o circulo quadrado vao em direcdo diferente da filosofia platbnica e suas versoes,
pois cada uso de circulo inventa um novo uso da palavra “circulo” em um novo jogo
de linguagem orientado por um novo propésito normativo, podendo assumir funcao
descritiva ou normativa. O circulo deixa de ser visto como unico, verdadeiro e
infalivel (um conceito dogmatico) advindo da intuicdo que é um contato direto e
instantdneo com sua esséncia.

Sobre o circulo quadrado, ndo é uma confuséo falar desse modo. Ha um jogo
de linguagem no qual podemos falar isso e entendé-lo, por haver uma gramética que
vai dizer que espécie de objeto uma coisa é (WITTGENSTEIN, 2009, §373), isto €, a
partir da definicdo e da escolha de uma métrica uma figura podera ser representada
fisicamente, como é o caso da Figura 2.

A partir do momento que um professor compra os jogos de linguagem, como
€ 0 caso do circulo na GEP e nos EM, “descrevendo um como varia¢gdo do outro;
descrevendo-os e colocando em relevo as diferencas e analogias”
(WITTGENSTEIN, 1978, 1l, 849, p. 112), os alunos podem entender melhor a

situacao do circulo quadrado.
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Consideracgdes Finais

Neste artigo apresentamos uma discussdo matematica e filoséfica para
abordar estranhamentos matematicos causados pela definicdo de circulo e sua
representacdo e pela situacdo do circulo quadrado.

Um modo filosdéfico (platbnico) esté relacionado com a esséncia das coisas.
Nele, falar em circulo quadrado é uma confusdo, pois no espaco euclidiano R?
diferentes modos de medir distancia geram diferentes figuras que estdo em
conformidade com a definicdo de circulo, mas que possuem seus préprios e
imutaveis nomes, definicbes, imagens e conhecimentos. A confusdo do circulo
guadrado se da no mundo sensivel onde as pessoas ainda ndo tém o conhecimento
verdadeiro da matemaética.

Na filosofia wittgensteiniana, o foco esta no uso das palavras. A cada uso
diferente da palavra circulo, novos jogos de linguagem sdo jogados e cumprem
diferentes papéis.

Ao apresentar duas filosofias diferentes, pode ocorrer o questionamento de
qual defendemos ou acreditamos. Os autores deste artigo tém visfes filosoficas
diferentes e isso ndo nos impediu de trabalharmos juntos e enriquecermos NoOsso
repertorio filoséfico e matematico.

Em relacdo as discussdes matematicas, Lins (2005) defende que um

professor

precisa saber mais, e ndo menos Matematica, mas sempre esclarecendo
gue que este mais ndo se refere a mais conteddo, e sim a um
entendimento, uma lucidez maior, e isto inclui, necessariamente, a
compreensdo de que mesmo dentro da Matematica do matematico
produzimos significados” diferentes para o que parece ser a mesma coisa.”
(LINS, 2005, p. 122)

Uma disciplina de GEP ou de EM podem trazer as discussdes que fizemos
neste artigo, dentre outras, utilizando, inclusive, recursos tecnolégicos, e podem
contribuir para uma maior lucidez matematica.

Falamos com frequéncia sobre estranhamento e ele foi nosso foco para
discutir abordagens matemaéticas e filosoficas. Consideramos o estranhamento um
aspecto importante da formacdo de professores. Assim como a matematica nos

oferece uma oportunidade de vivermos diferentes producdes de significados para

* Matemética do matematico e producdo de significados sdo termos discutidos em Julio (2016), por exemplo.
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suas nocgbes, ela também “oferece uma oportunidade unica de viver o
estranhamento peculiar ao encontro com no¢des que contrariam em tudo 0 senso
comum cotidiano [...].” (LINS, 2005, p. 122).

O estranhamento é algo que nos deparamos em nossas vidas de professores,
ndo somente nas discussdes matematicas, mas também no encontro com alunos e
seus diferentes pontos de vista. A vivéncia de estranhamentos na formacéao docente
pode nos ajudar a encarar 0os estranhamentos que ocorrem em sala de aula na
perspectiva de nos abrirmos para novas possibilidades de comunicacdo em salas de
aula e de producédo de conhecimentos.
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