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RESUMO:

Partindo da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval, mais especificamente do
procedimento de interpretacdo global figural, estudamos o esboco de curvas de funcdes modulares lineares. Tal
procedimento busca um olhar mais amplo acerca das referidas curvas, em comparacdo com a abordagem ponto a
ponto frequentemente utilizada no ensino, uma vez que o tracado é compreendido como representacdo de um
objeto descrito por uma expressdo algébrica. A interpretacdo global figural permite estabelecer correspondéncias
entre os registros algébrico e grafico, de modo que se perceba as articulagBes entre ambos, a0 mesmo tempo que
evidencia a dupla representacdo do mesmo objeto matematico. Para Duval, as multiplas representacdes do objeto
sdo pressupostos para a compreensdo integral do conceito, que neste caso € a funcdo modular linear.

PALAVRAS CHAVES: Propriedades figurais. Funcio modular linear. Abordagem ponto a ponto.

INTRODUCAO

O esboco de curvas por tempos foi considerado objeto de estudo predominante da
geometria. A partir dos trabalhos de Descartes e Fermat (BOYER (2012) e EVES (2011)), que
serviram de base para a criagdo da Geometria Analitica, o esbo¢o de curvas ganhou uma nova
forma de representacdo, a algébrica. A possibilidade de trabalhar com estas diferentes
representacdes, sob olhares inicialmente distintos, mas complementares, abriu espaco para
novas descobertas e permitiu uma maior articulagao entre as areas.

Hoje, o esboco de curvas é objeto de estudo em diferentes niveis de ensino e

frequentemente esta associado ao conceito de fungdes. E comum a introducgdo do conceito de
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funcdes a partir da sua escrita algébrica, para somente depois apresentar a representacao grafica,
via abordagem ponto a ponto. Pensando no sentido inverso, que parte do grafico para encontrar
a expressao algebrica, a abordagem ponto a ponto apresenta limitaces, uma vez que trata de
pontos particulares da curva e ndo fornece uma visao geral da mesma. Como consequéncia
pode-se induzir ao entendimento de que as duas formas de representacdo ndo estdo articuladas
entre si e que ndo representam 0 mesmo objeto matematico, o que € um equivoco.

A necessidade de trabalhar as fung6es modulares lineares a partir da efetiva articulacéo
entre as representacdes algébrica e grafica e em sentido duplo, levou-nos a buscar a Teoria dos
Registros de Representagdo Semidtica, mais especificamente a abordagem de interpretacdo
global figural proposta por Raymond Duval. Partindo desta abordagem vamos estudar o esbogo
de curvas de funcbes modulares lineares, valorizando a visualizacao grafica de modo que sejam
identificadas as varidveis visuais pertinentes e sejam estabelecidas associa¢des destas variaveis
com as unidades algébricas. Queremos, assim, evidenciar e fortalecer a articulagdo entre os
registros gréfico e algébrico, contribuindo para a compreensdo do conceito de funcdo modular

linear.

ABORDAGEM DE INTERPRETACAO GLOBAL DE PROPRIEDADES FIGURAIS

No ensino é comum tratar o esbo¢o de curvas a partir da abordagem ponto a ponto.
Segundo Duval (2011) tal abordagem considera como referéncia os eixos graduados e sobre
eles sdo marcados pontos que correspondem a pares ordenados. Ha, portanto, uma forte
associagao entre pontos e pares ordenados. Esse procedimento é frequentemente utilizado para
realizar convers@es entre registros de representacdo semidtica, em que o registro de partida € o
algébrico e o de chegada, o grafico. Em sentido inverso, ele é praticamente inoperante, pois
mesmo que haja “congruéncia semantica entre um par ordenado e a sua representacao
cartesiana, 0 mesmo néo se pode dizer de um conjunto de pontos no plano cartesiano e uma
regra matematica a ele equivalente” (CORREA e MORETTI, 2014, p. 43). Desta forma, a
abordagem ponto a ponto dificulta a percepgédo da articulagao entre os registros, especialmente
quando a representacdo grafica é o registro de partida.

Ainda neste tipo de abordagem, a visualiza¢éo do grafico se restringe a visualizagdo
de determinados pontos particulares e o esboco da curva é entendido como uma simples jungéo
de pontos, oriundos da aplicacédo de regras de codificacdo, o que impede uma leitura mais ampla
e global acerca de suas propriedades. No entanto, ela é adequada ao estudo de funcdes

(especialmente das fungdes do primeiro e segundo grau) em que se faz necessario uma leitura
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pontual, como encontrar pontos de intersec¢bes, pontos de maximos e minimos, conforme
destaca Duval (2011).

Em contraste com a abordagem ponto a ponto, Duval (2011) enuncia a abordagem de
interpretacdo global de propriedades figurais, na qual o conjunto tragado/eixos forma uma
imagem que representa um objeto descrito pela expressdo algébrica. Nela é possivel
compreender que o gréfico e a expressdo algebrica estdo articulados entre si, uma vez que as
modificacdes feitas num registro podem ser visualizadas e reconhecidas no outro. O olhar
pontual oriundo da abordagem ponto a ponto cede espago para um olhar mais amplo e geral da
curva. Neste sentido, Duval (2011, p. 99, grifos do autor) destaca que “ndo estamos mais na
presenca da associagdo “um ponto — um par de niUmeros”, mas na presenc¢a da associagado
“variavel visual de representacdo — unidade significativa da expressédo algébrica” . Isso
implica que para além da observacdo de pontos especificos numa curva € preciso uma
interpretacdo global, como 0 nome ja sugere, onde as propriedades da curva sejam destacadas,
analisadas e correlacionadas com a escrita algébrica. E preciso analisar a congruéncia entre os
registros de representacdo, identificando alteragdes conjuntas do grafico e da expressao
algébrica e estabelecendo correspondéncias entre as variaveis visuais da representacao grafica
e as unidades significativas da expresséo algébrica.

Estabelecer correspondéncias entre registros e perceber como eles estdo articulados
depende da operacdo cognitiva denominada conversdo. A conversao possibilita o transito entre
0s registros grafico e algébrico de modo que a sua rapidez e espontaneidade implicara na
coordenacao dos registros, que por sua vez, conduzira a compreensao integral do conceito de
funcdo modular, de acordo com Duval (2012).

No ensino, as conversdes acontecem com maior intensidade num Unico sentido:
partindo da expressdo algébrica para chegar ao grafico, dando a impressdo de haver certa
relacdo de dependéncia entre as representagdes, como se a segunda estivesse subordinada a
primeira. As razbes que levam a priorizar esse sentido de conversdo estdo atreladas a
dificuldade da analise simultanea das propriedades visuais e algébricas das funcdes, visto que
a maioria das funcdes possuem alto grau de complexidade. Para realizar a conversao em sentido
inverso, tendo como ponto de partida o registro grafico, € necessaria a abordagem de
interpretacdo global de propriedades figurais. Mais do que identificar as variaveis visuais
graficas e as unidades algébricas significativas, a interpretacdo global permite que as

correspondéncias entre os registros grafico e algébrico sejam estabelecidas e coordenadas.
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CORRESPONDENCIAS ENTRE AS PROPRIEDADES DA CURVA E SUA
EXPRESSAO ALGEBRICA

A partir dos estudos de Duval sobre o procedimento de interpretacdo global de
propriedades figurais, muitas pesquisas tém direcionado o foco para o esbogo de curvas.
Trabalhos nesta perspectiva estdo cada vez mais frequentes, como os propostos por Corréa e
Moretti (2014), Moretti e Luiz (2010), Luiz (2010), Silva (2008), Moretti, Ferraz e Ferreira
(2008) e Moretti (2003).

Em particular, Silva (2008) e Corréa e Moretti (2014) nos chamam atencgéo. Os autores
apresentam uma nova forma de tracar o esboco de curvas de funcgBes trigonométricas,
exponenciais e logaritmicas, na qual conseguem correlacionar as varidveis visuais graficas
(amplitude e periodo) com as unidades significativas algéebricas (coeficientes e termos
constantes). E um tratamento diferenciado daquele comumente tratado no ensino, via
abordagem ponto a ponto. Com base no trabalho destes autores e amparados pela proposta de
Duval (2011) acerca da abordagem de interpretacao global figural, vamos desenvolver estudos
sobre o eshboco de curvas de fungdes modulares lineares.

Nossa proposta é explicitar as articulacdes entre as representacGes grafica e algébrica
de modo a reconhecer e compreender que elas séo formas diferentes de representar o mesmo
objeto matematico, que € a funcdo modular linear. Para tal, vamos associar as variaveis visuais
do grafico as unidades algébricas significativas e descrever as caracteristicas gerais das curvas
de fungdes modulares lineares, estabelecendo correspondéncias entre as unidades significativas
algébricas e as unidades visuais gréaficas.

Antes de associarmos as variaveis visuais as unidades algébricas, vamos relembrar
algumas informac6es sobre o conceito de fun¢do modular linear:

i) Sua expressdo algébrica é dada por f(x) = ta + blkx — (£c)| e a forma canbnica é
f(x) = (£a) = b|x — (£c)/k|, com a, b, ¢, k constantes reais.

x, sex=>0 .. .
definida de R em R* associa cada x real a
—x, sex<0

i) A funcdo real f(x) = |x| = {
um Unico f(x) positivo que corresponde a |x|. Esta funcdo é a base das funges
modulares, ou seja, nela sdo aplicadas as translacfes que originardo as demais funcdes
modulares. Cada sentenca de f(x) determina graficamente uma semirreta a partir da

origem, que sdo simétricas em relacéo ao eixo Y.
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iii) Para esbocar a curva de f(x) = |x|, uma maneira é construir as semirretas (Figura 1,
Figura 2) via atribuicdo de valores a variavel x e em seguida uni-las, formando o tracado

conforme Figura 3.

Figural: f(x) = —x, x <0 Figura2: f(x) =x, x>0 Figura 3: f(x) = |x]|

Fonte: Elaborada pelos autores
Agora que conhecemos a representacdo grafica da funcdo base e a representacdo
algébrica das funcdes modulares lineares, vamos estabelecer as associa¢fes entre estas duas

formas de representacdo, conforme propde Duval. Vejamos a Figura 4.

Figura 4: Associacgdo das variaveis visuais as unidades algébricas significativas para
f(x) = (£a) = blkx — (£0)|

4.1- Representagdo gréfica Representacdo algébrica
1 A-f(x) = |x|
— — B-f(x) = —I|x|
Variaveis Valores das variaveis visuais Unidade algébrica significativa
visuais
Sentido do A - O tracado esta voltado para cima A-Valordeb >0
tracado
B - O tragado esta voltado para baixo B-Valordeb <0

4.2 — Representacdo grafica Representacdo algébrica
A-f(x) = x|
B-f(x) =|2x]|
1
C-f(x) =15
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Variaveis Valores das variaveis visuais Unidade algébrica significativa
visuais

Os angulosdo | A- Reparticdo simétrica dos A — Coeficiente angular k = 1
tragado com 0s quadrantes percorridos
eixos B- O angulo com o eixo horizontal é
maior que o angulo com o eixo B - Coeficiente angular k > 1
vertical

C- O angulo com o eixo horizontal é

menor que o angulo com o eixo | C — Coeficiente angular k <1

vertical
4.3 — Representacdo grafica Representacdo algébrica
i A-f(x) = x|
/ B-f(x) =|x—- (-1
5 1 [i} 1 2 C -
-1
Variaveis Valores das variaveis visuais Unidade algébrica significativa
visuais
Posigédo do A- O tracado passa pela origem A — Auséncia da constante ¢
tracado em B- O tracado se desloca para a
relacdo a esquerda em relagdo a origem B — Acrescenta-se constante negativa c
origem do eixo | C- O tracado se desloca para a direita
horizontal em relacédo a origem C — Acrescenta-se a constante positiva ¢
4.4 — Representacéo grafica Representagdo algébrica
A-f(x) = x|
B-f(x)—(1) = |x|

.\ 1- / C-f(x)—(-1) = |«|
e \71 :

-1

Variaveis Valores das variaveis visuais Unidade algébrica significativa
visuais

Posicéo do A - O tragado passa pela origem A — Auséncia da constante a

tracado em

relacdo a B - O tracado se desloca para cima B — Acrescenta-se a constante positiva a
origem do eixo

vertical C -O tragado se desloca para baixo C — Acrescenta-se a constante negativa a

Fonte: Elaborada pelos autores
Com base no estudo desenvolvido na Figura 4 construiremos a curva cuja expressao
algébrica é dada por f(x) — (—2) = 3|x — (+1)|. Para isso, vamos partir da funcdo base

f(x) = |x| que possui os termos algébricos a =0, b =1, k =1 e ¢ = 0 e alterar os valores
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destes termos para identificar o resultado destas alteragdes no gréafico, de modo que se perceba
a articulagéo entre os registros de representacédo, conforme apresentado na Figura 5.

Figura 5: Construcdo do tragcado da curva relativo a funcédo
f(x) = (=2) = 3|x — (+1)|. (sequéncia iniciada em 5.1)

Tratamento algébrico na funcéo base f(x) = |x| Tratamento no esboc¢o da curva base,
que origina as demais funcGes até obter a expressédo conforme modificagdes nos termos
desgjada f(x) — (—2) = 3|x — (+1)|. algébricos da fungéo base

3

5.1 Funcdo base

fx) = x| :

1

-2 -2 -1 0 1 2 3

5.2 Atribuicdo do valor 3 para o coeficiente k ¢
f(x) = [3x| :

5.3 Atribuicdo do valor positivo 3 para a constante ¢

3
£ = 13x = (+3)] = 30— )

f(x) =3Jx = (+1)]

-1

5.4 Atribuigéo do valor negativo 2 para a constante a \-\ ¢
\ /
f@) = (=2) = 3lx = (+D)| 2 ]
AV
5.5 Forma candnica "\ : /
' /
f() = (=2) = 3lx = (+1)| : /
A

Fonte: Elaborado pelos autores
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Observando a sequéncia iniciada em 5.1 na Figura 5 percebemos as alteragdes que
ocorrem na representacdo gréfica quando sdo modificados os valores na representacdo
algébrica. Em 5.2 visualizamos graficamente a mudanca do angulo do tracado com o eixo
horizontal (em relacdo ao angulo do tracado da funcdo base). Em 5.3 visualizamos o
deslocamento da curva uma unidade para a direita da origem. No passo seguinte ha o
deslocamento da curva duas unidades para baixo. Por fim, 5.5 apresenta o esbogo final da curva
apos as modificagcdes nos termos algebricos. Da mesma forma, poderiamos alterar graficamente
0 esboco da curva e perceber as alteracdes correspondentes na escrita algébrica.

Com base nas analises das Figuras 4 e 5 vamos descrever as caracteristicas gerais das

curvas de fungdes modulares lineares de modo a estabelecer as correspondéncias entre as

unidades algebricas e as variaveis visuais graficas. Vejamos o Quadro 1.

Quadro 1- Caracteristicas das curvas da forma f(x) — (+)a = blkx — (£¢)|

Coeficiente | Unidades significativas (expressao algébrica) Variaveis visuais (curva)
Para a = 0: Tragado corta 0 eixo Y na origem
Auséncia de valor numérico

a Para a > 0: Translacdo no eixo Y de a unidades
Auséncia do sinal (+); para cima em comparacdo com a
Presenca de valor numérico (+) funcéo base
Para a < 0: Translacdo no eixo Y de a unidades
Presenca de valor numérico (-) para baixo em comparacdo com a

funcéo base
Para b > 0: Tracado voltado para cima
Auséncia do sinal (+);
Presenca de valor numérico sempre que b # 1

b Para b < 0: Tragado voltado para baixo

Presenca do sinal (-);

Presenca de valor numérico sempre que b # —1

Parak =1ou k= —1: O tragado forma angulos simétricos
Presenca de valor numérico sempre que k # +1; com os eixos X e Y (45°)

Auséncia do sinal (+) ou presenca de sinal (-)

k Para k >1ouk < —1: O angulo formado com o eixo X €
Presenca de valor numérico; maior que o angulo formado com o
Auséncia do sinal (+) ou presenca de sinal (-) eixoY
Para—-1 <k <1: O éngulo formado com o eixo X é
Presenca de valor numérico; menor que o angulo formado com o
Auséncia do sinal (+) ou presenca de sinal (-) eixoY
Para ¢ =0: Tragado corta 0 eixo Y na origem
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Auséncia de valor para a constante ¢

¢ | Para c>0: Translagéo no eixo X de + unidades

Auséncia do sinal (+); para a direita em comparacéo com a
Presenca de valor numérico (+) fungio base

Para ¢ < 0: Translagéo no eixo X de + unidades

Presenca de valor numerico (-) para a esquerda em comparagéo com
a funcdo base

Fonte: Elaborado pelos autores
De acordo com o Quadro 1, a expressdo algébrica escrita na forma canonica
f(x) — (£)a = blx — (£c/k)| fornece informacges relevantes acerca do comportamento da
curva. Os coeficientes b e k estdo relacionados, respectivamente, a concavidade e ao angulo do
tracado, enquanto que os termos constantes a e ¢ indicam as dire¢des e sentidos das translagdes.
Os valores de ¢ e k estdo interligados de forma que o quociente entre eles determina a
coordenada abscissa do veértice. Resumidamente, temos:
a) Coeficiente b (indica a concavidade do tracado): o tracado esta voltado para cima (se
b > 0) ou para baixo (se b < 0);
b) Coeficiente k (indica o angulo de abertura do tragcado): angulo simétrico (se k = 1),
angulo com o eixo horizontal é maior (se k > 1), angulo com o eixo horizontal é menor
(se k < 1);
c) Termo constante a (indica a translacdo do tragado no eixo Y): o tragado se desloca a

unidades para cima (se a > 0) ou para baixo (se a < 0);

d) Termo constante ¢ (indica a translacao no eixo X): o tracado se desloca% unidades para
a direita (se % > 0) ou para a esquerda (se % < 0);

e) O veértice do tracado V = (x,,y,,) possui coordenadas x,, = %e Yy, = ta.

O Quadro 1 explicita as correspondéncias possiveis, em duplo sentido, entre 0s
registros gréafico e algébrico das fun¢bes modulares lineares. Ao mesmo tempo que é possivel
associar as alteracOes na expressédo algébrica aos resultados graficos, € tambem possivel, a partir
da visualizagdo e das mudancas realizadas no gréafico, reconhecer as mudangas nos termos
algébricos correspondentes. E esta correspondéncia biunivoca que fortalece a relagdo existente
entre as duas formas de representacdo, explicitando que ambas se complementam e representam

0 mesmo objeto matematico, a saber, a funcdo modular linear.
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CONSIDERACOES FINAIS

Buscando uma forma mais ampla de visualizar e tratar o esbogo de curvas, Duval
(2011) apresenta a abordagem de interpretacao global figural que permite realizar as conversoes
em duplo sentido de modo a estabelecer correspondéncias entre as duas formas de
representacdo. Para o autor, as multiplas representacdes sdo igualmente importantes e
necessarias para a compreensdo do objeto matematico. Esta abordagem apresenta uma maneira
diferente de visualizar o grafico, que vai para além da identificacao de pontos e pares ordenados,
como propBe a abordagem ponto a ponto. Ela recorre a interpretacdo das propriedades das
curvas e considera a representacdo grafica no mesmo patamar de importancia das
representacdes algébricas.

Com base nesta abordagem foi possivel mostrar que a funcdo modular linear pode ser
tratada de modo mais geral e em duplo sentido, ressaltando assim a interligagcéo existente entre
duas formas de representagéo e desmistificando a relagdo de subordinagdo de uma para com a
outra. Neste estudo, a variacdo dos coeficientes e dos termos constantes presentes na expressao
algébrica f(x) — (+)a = blkx — (Zc)|permitiu identificar as respectivas alteracOes graficas e
assim, sinalizar uma linha de raciocinio que possa servir de guia para a constru¢ao do esboco

de curvas, de forma mais global, e para além das curvas relativas a funcdo modular linear.
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