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Resumo: Compreender fendmenos nas diversas areas do conhecimento perpassa a leitura e o
esbogco de curvas. Neste trabalho, propomos reflexdes sobre o esboco da curva da funcgéo
quadratica, com base na abordagem de interpretac@o global das propriedades figurais, preconizada
por Raymond Duval, utilizando como recurso a variabilidade da fungdo. Na perspectiva desta
abordagem, a andlise das unidades significativas simbdlicas e graficas decorre do estudo da taxa de
variagdo da funcdo, calculada a partir da no¢éo de infinitésimo. Para tanto, o presente artigo esta
organizado de forma que apresenta: uma breve contextualizacdo do ensino e aprendizagem do
esboco de curvas na educacdo basica, aspectos da abordagem de interpretacdo global das
propriedades figurais, a concepg¢édo de infinitésimo utilizada para o calculo da taxa de variacdo de uma
funcéao e, por fim, a proposta de esbocgo das curvas da funcao quadratica.

Palavras Chaves: Esboco da parabola. Taxa de variacdo. Interpretacéo global.

INTRODUCAO

A impossibilidade de acessar perceptivelmente e instrumentalmente os
objetos mateméticos fez com que fossem criadas, ao longo da histéria humana,
diversas formas de representa-los. De acordo com Raymond Duval, um objeto
matematico pode ser dado e acessado somente através de representacoes, as quais
podem ser muito distintas. Porém, uma representacdo ndo € o objeto matematico e
torna-se essencial, para a compreensdo de um objeto matematico, jamais confundi-
lo com suas representacfes (2003, p. 14). Estas caracteristicas tornam a atividade
matematica peculiar e distinta de outras areas da ciéncia, além de fontes de diversas
dificuldades relacionadas ao seu ensino e aprendizagem.

O esboco de curvas é um objeto matemético que esta presente em todos os
niveis escolares devido a sua importancia e abrangéncia em varias areas do
conhecimento “por tornar possivel a representagcao de diversos fenbmenos e
situagdes” (CORREA, MORETTI, 2014, p. 39). Contudo, apesar da atual demanda
por corretas leituras e interpretacbes de curvas, muitos estudos apontam

dificuldades nestas atividades no ambito escolar.
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O objeto esboco da parabola, enquanto imagem geométrica de uma funcgéo
quadratica, de variavel real, € o foco das reflexdes deste trabalho, as quais se
apoiam na teoria cognitiva de Raymond Duval, no sentido que a compreensao de
um objeto matematico esta vinculada a articulacdo de diferentes registros de
representacdo semidtica e na, também do referido autor, abordagem de
interpretacéo global das propriedades figurais.

Diversas pesquisas abordam as dificuldades de compreenséo relacionadas
ao eshoco de curvas no ensino médio. Matos Filho e Menezes (2010), por exemplo,
ao identificarem os procedimentos utilizados pelos alunos do primeiro ano do ensino
médio na construcdo e na interpretacao de graficos das fun¢des polinomiais de 1° e
2° graus, apontam dificuldades na localizacdo de pontos no plano cartesiano e na
identificacdo de variaveis dependentes e independentes de uma funcdo a partir da
leitura grafica. Estas dificuldades, de acordo com os autores, refletem nas questdes
ligadas a construcdo e a interpretacdo grafica e demonstram que a observacéo
grafica ndo € uma estratégia comumente utilizada pelos alunos em resolucbes de
guestbes em que isso é possivel, necessitando de justificativas algébricas ou
aritméticas na resolucdo dos problemas (p. 6). Além disso, o trabalho expde o
habitual esboco das curvas a partir de pontos obtidos em tabelas, o que, segundo
diversos autores (Mattos Filho e Menezes (2010), Rezende (2003), (2007) e Duval
(2011)), pode impedir que os estudantes percebam a transformacdo, o movimento e
o dinamismo existente nesse conceito.

Rezende (2003), foca suas discussdes no ensino superior, mas credita as
dificuldades da aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral a falta de
compreensao de funcdes e outros elementos no ensino médio. Segundo este autor,
as dificuldades na aprendizagem do Calculo derivam da “omissao/evitacdo das
ideias basicas e dos problemas construtores do Calculo no ensino de Matematica
em sentido amplo” (p. 402), principalmente no que diz respeito ao ensino basico.
Diante desta afirmagcdo, Botelho (2005) e Rezende (2007) realizaram um
mapeamento do ensino de fungbes reais no ensino médio, o qual foi realizado a
partir da andlise de livros didaticos e cuja pergunta norteadora do mapeamento foi:
“Como os livros didaticos abordam cada um dos problemas construtores do Calculo,
isto €, como os livros didaticos abordam o ensino das func¢bes reais tendo como
pano de fundo as ideias e conceitos inerentes do Calculo (variabilidade e processos

infinitos e/ou infinitesimais)?”.
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De acordo com os mapas da fungcdo afim construidos, a maioria dos textos
pesquisados segue a seguinte ordem: definicdo e caracterizacdo algébrica, estudo
dos elementos e das propriedades algébricas (dominio, imagem, zeros, “sinal da
funcao”, injetividade e sobrejetividade) e, por fim, esbogco do grafico da funcéo
mediante uma tabela de valores. Apenas dois dos textos pesquisados fazem
referéncia a taxa de variagdo da funcao afim.

Com relacéo a funcéo quadratica, a quase totalidade dos textos desenvolve o
assunto como no caso da funcao afim, no ambito algébrico, ou seja, estudam-se os
elementos e as propriedades algébricas e o grafico da funcéo € elaborado mediante
uma tabela de valores. A curva que descreve o traco do gréafico é caracterizada de
forma indutiva como uma “parabola”. Apenas um dos textos analisados foge a regra
e comenta a respeito da taxa de variacdo deste tipo de funcao.

Com base nestes estudos, apresentados em Rezende (2007), destacamos
algumas constatacfes relevantes para este trabalho sobre o esboco de parabolas:
existe a predominancia de um ensino baseado na abordagem algébrica e estatica do
conceito de funcéo; crescimento e decrescimento de uma funcdo ndo sao
abordados; ndo se discute sobre os pontos criticos; uma funcao é estabelecida em
termos de uma correspondéncia estatica entre os valores das variaveis “x” e “y” e
ndo no contexto da variabilidade; o gréafico da funcao é, em geral, esbocado a partir
de uma tabela de valores notaveis; a nogao de “taxa de variagcao” é considerada em
poucos livros; os exercicios resolvidos ou sugeridos nos textos ja apresentam a
expressdo da funcdo que modelam o problema, ou seja, relacdo funcional que
modela o problema é fornecida sem o aluno ser instigado a descobirir.

O conhecimento de a variagdo de uma grandeza depende da variacdo da
outra e que, além disso, é necessario estudar como ocorre a variacdo (REZENDE,
2007), sédo aspectos importantes no estudo do conceito de funcdo. Porém, ideias
apresentadas na pesquisa deste autor, confirmam a auséncia, no ensino, de topicos
gue analisam o comportamento destas fungdes sob o ponto de vista da variabilidade
nos livros didaticos pesquisados, levando a crer que o objetivo principal do estudo
de funcbes reais € a aprendizagem de técnicas algébricas de resolucdo de
equacodes e inequacoes.

Assim, diante do exposto, torna-se essencial que a atividade envolvida no

esboco de uma curva, promova a compreenséo de como e quanto uma funcéo varia.
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A seguir apresentamos uma abordagem de ensino que possibilita uma compreenséo

ampla do esboco de curvas e do fendbmeno o qual ela representa.

A ABORDAGEM DE INTERPRETACAO GLOBAL DAS UNIDADES FIGURAIS DE
RAYMOND DUVAL

No ambito escolar, o trabalho com o esboco de curvas de funcgdes,
comumente é realizado a partir do seguinte processo: substituicdo de valores na lei
da funcéo representada na expressao algébrica, organizacdo de uma tabela de
pares ordenados de numeros reais, localizacdo no plano cartesiano dos pontos
oriundos destes pares ordenados e, por fim, tracado do grafico, unindo os pontos no
plano. Esta abordagem, praticamente Unica, dada no ensino de esboco de curvas,
além de ndo permitir a compreensao da relacdo entre a expressao algébrica e o
esboco da curva pode impedir a compreensdo em termos de variabilidade do
fendbmeno que esté sendo representado.

De acordo com a teoria cognitiva de Duval (2003, 2009), a apreensao dos
objetos matematicos ocorre a partir da conversdo entre dois ou mais registros de
representacdo semidtica destes objetos. Com base nisso, este autor (2011) destaca
que, de fato a forma comum de trabalhar com o esboco de curvas nao permite a
compreensdao do objeto matematico uma vez que nao possibilita o transito
(converséao) entre representacdes semidticas, fundamental para a aprendizagem.

Duval (2009) ressalta que as dificuldades de compreensdo néo se encontram
na conversao no sentido escrita algébrica de uma equagéo — grafico, mas sim no
sentido inverso é que as dificuldades surgem. Isto acontece, pois as unidades
significativas de um grafico ndo sdo necessariamente determinadas em relacdo aos
pares ordenados encontrados e sim por valores visuais do grafico, destacados pelos
dois eixos orientados. Isto significa que unidades significativas algébricas
correspondem a unidades significativas graficas e € essa correspondéncia que
possibilita uma leitura correta de um gréfico.

Estas ideias sao discutidas amplamente em Duval (2011), especificamente
para o esboco da curva da funcdo polinomial do primeiro grau (y = ax + b). O autor
propde, para o ensino e aprendizagem, a abordagem de interpretacdo global das
propriedades figurais, a qual se baseia numa andlise qualitativa no sentido de
perceber nos parametros do registro algébrico as implicacdes gréficas, por exemplo,
no coeficiente angular a, o sentido da inclinagéo da reta.
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Esta forma de trabalhar, de acordo com Duval (2011), assegura uma
compreensao integral de uma curva e do que ela representa (p. 111). Isso, pois, ela
possibilita o reconhecimento de “quais modificagées na expressao algébrica refletem
em modificacdes na expressao grafica da curva e vice-versa, 0 que contribuird para
uma melhor aprendizagem” (CORREA, MORETTI, 2014, p.44). Desta forma, faz-se
necessario identificar, em uma funcdo, as varidveis visuais, pertinentes ao registro
de representacdo grafico e as unidades simbdlicas significativas, pertinentes ao
registro de representacdo algébrico (simbdlico), e, além disso, coordena-las. Isto
significa que um trabalho nesta perspectiva “possibilitara reconhecer quais
modificagdes na expresséo algébrica refletem em modificagBes na expressao grafica
da curva e vice-versa, o que contribuird para uma melhor aprendizagem” (CORREA,
MORETTI, 2014, p. 44).

A abordagem de interpretacéo global preconizada por Duval é base tedrica de
diversas pesquisas na area de Educacdo Matematica, principalmente no estudo de
funcdes, e vem inspirando outros pesquisadores (Moretti, Ferraz e Ferreira (2008),
Moretti (2003), Luiz (2010), Moretti e Luiz (2010), Silva (2008), Corréa e Moretti
(2014)) a buscar por recursos e/ou elementos que permitam esta associacao entre
variaveis visuais e unidades significativas algébricas no sentido de uma
interpretacdo global da curva.

Moretti (2003) propde esta abordagem para o esboco de curvas das funcdes
quadraticas a partir da utilizacdo do recurso da translacao a fim de manter a relagéo
entre variavel visual de representacdo e unidade significativa da escrita algébrica
destas funcdes. Silva (2008) e Corréa e Moretti (2014) estudam o esboco de curvas
de funcgBes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas, utilizando como recursos a
translacdo e a simetria em paralelo com as unidades significantes da expresséo
algébrica (CORREA, MORETTI, 2014, p. 44). As fungbes do ensino superior,
supostamente mais complexas, séo estudadas a partir do entendimento de limites e
derivadas. Neste sentido, Moretti, Ferraz e Ferreira (2008) apoiam-se em um
conjunto de elementos do Calculo para orientar a conversdo entre o registro
algébrico e grafico deste tipo de funcdes.

Utilizando a analise da variabilidade da funcdo — taxa de variacdo, enquanto
recurso para a interpretacéo global, este artigo visa propor reflexdes sobre o ensino
e aprendizagem do esbog¢o da curva da funcdo quadratica no ambito do ensino

médio.
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TAXA DE VARIACAO DE UMA FUNCAO E A NOCAO DE INFINITESIMO:
RECURSOS PARA UMA INTERPRETAQAO GLOBAL

As taxas de variacdo de uma funcdo sdo elementos que carregam
informacOes valiosas para o0 esboco e interpretacdo de uma curva e sua
compreensdo perpassa o0 entendimento de diversos fendmenos fisicos, quimicos,
biolégicos, econbmicos, matematicos, etc. Além disso, o estudo das taxas de
variacdo de fungdes possibilita dar um maior significado ao estudo das fungdes no
ensino médio. Contudo, as taxas de variacdo e sua relacdo com a compreensao e o
esbogo de curvas, sdo somente trabalhadas de forma mais aprofundada no ensino
superior, especificamente nos cursos de Célculo Diferencial e Integral.

Diante destas questdes, propomos abordar no ensino médio alguns conceitos
intuitivos do Calculo como alternativa de esbocar curvas neste nivel de ensino, numa
perspectiva de interpretacdo global, a partir das taxas de variagao da fungcéo, sem a
formalizacdo das noc¢des de limite e derivada, mas utilizando a nocgéo de infinitésimo.
Esta nocéo, utilizada de forma intuitiva para o calculo e compreensdo da variacao
instantanea de funcdes, pode proporcionar uma compreensdo inicial sobre a
variabilidade, essencial para o entendimento de fenbmenos neste nivel de ensino.

Apesar das inconsisténcias tedricas e diferentes concepc¢des de infinitésimos
discutidas ao longo da histéria da ciéncia, atualmente os infinitésimos séao
estruturados teoricamente e possibilitam uma compreensao intuitiva significativa no
ambito do esboco de curvas, sem a utilizacdo do rigor de limites e com vistas para a
compreensao da variabilidade de fungdes.

Assim, utilizaremos ideias encontradas em Avila (2003, p. 88), sobre os
estudos de Fermat, ao considerar dois pontos da curva de uma funcéo infinitamente
proximos (x,f(x)) e (x + Ax, f(x + Ax)) na medida em que a grandeza Ax é um
namero muito proximo de zero, de forma que as vezes pode ser desprezado, mas,
ao mesmo tempo, diferente de zero, de forma que podemos dividir por ele mesmo
quando isso for conveniente. Portanto, os célculos da taxa de variagédo instantanea
de uma funcdo quadratica podem ser embasados na taxa média de variagdo da
funcdo para um intervalo infinitésimo, ou seja, desconsiderando o incremento Ax, ja
gue ele é tdo pequeno quanto necessario.

Generalizando, em um intervalo infinitesimal xe[x,x + Ax], a taxa média de

By _ faHA0-f()

e, considerando Ax um
Ax Ax

variagdo de uma funcdo é: TMV =
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acréscimo infinitesimal, encontramos uma expressdo para a taxa de variagdo
instantanea da funcdo — TVI(x). O estudo da TVI(x) nos permite analisar a

variabilidade da fungéo e, assim, esbocar o gréfico.

ESBOCO DE CURVAS DE FUNCOES QUADRATICAS

O esboco da parabola é feito a partir da analise (estudo do sinal) da TVI(x) da
funcdo e da utilizacdo de unidades basicas ja elaboradas e utilizadas em Duval
(2011) e Moretti, Ferraz e Ferreira (2008). No estudo da funcao afim, realizado por
Duval (2011), este autor destaca as variaveis visuais como sendo: o sentido da
inclinagdo (podendo assumir dois valores), os angulos do tragado com o0s eixos
(podendo assumir trés valores) e a posi¢cado do tracado em relacao a origem do eixo
vertical (podendo assumir trés valores). Neste artigo, Duval (2011) deixa claro que
cada variavel visual do gréfico corresponde a uma unidade significativa na
expressao algébrica da reta.

Assim, as tabelas a seguir relacionam as variaveis visuais com as unidades

simbdlicas correspondentes destas funcdes e serdo utilizadas no esboco da funcéo

exemplo.
Tabela 1: Relacdo entre as variaveis visuais da reta tangente a uma curva e suas unidades simbodlicas.
Variaveis visuais Valores Unidades simbdlicas
correspondentes
Sentido da Ascendente TVI(x) >0
declividade dareta | Descendente TVI(x) <0
tangente Constante TVI(x) =0

Fonte: Duval (2011, p. 101), modificada pelos autores.
Alem disso, outras unidades basicas apresentadas em Moretti, Ferraz e
Ferreira (2008), sdo mostradas nas tabelas a seguir, as quais, foram modificadas

para o trabalho com o ensino médio.

Tabela 2: Variaveis visuais e simbélicas de um minimo relativo.

Unidade bésica | Unidade basica linguistica | Unidade béasica
gréafica simbolica
Yyt Minimo relativo em x,. TVI(x,) = 0
U Taxa de variagao TVI(xy) < 0,x € V™ (x,)
——\‘—> instantanea de y muda de TVI(x,) > 0,x € V*(x,)
X sinal negativo para positivo
na vizinhanca de x,.

Fonte: Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 106), modificada pelos autores.
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Tabela 3: Variaveis visuais e simbélicas de um maximo relativo.

Unidade bésica Unidade basica Unidade basica simbdlica
grafica linguistica
4 Maximo relativo em x,. TVI(xy) =0
/\ Taxa de variagdo TVI(xy) > 0,x € V™ (x0)
] L N instantanea de y muda de TVI(xy) < 0,x € V*(x,)
! sinal positivo para negativo
na vizinhanca de x,.

Fonte: Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 106), modificada pelos autores.

A tabela 2 apresenta uma unidade béasica referente a um extremo relativo de
uma fungdo, mais especificamente um ponto de minimo. Neste caso, a unidade
bésica grafica visualizada no esboco da curva de uma funcéo é relacionada com a
unidade basica simbdlica correspondente, a qual denota a taxa de variacdo
instantanea igual a zero e a mudanca de sinal de negativo para positivo para valores
muito proximos de x,. Na tabela 3, verifica-se um ponto de maximo relativo.

Para exemplificar a proposta deste trabalho, utilizaremos a funcédo quadratica
y = x? — 2x — 3. Calculando a TVI(x) em um ponto genérico, a partir da nocédo de
infinitésimos, temos TVI(x) = 2x —2. O estudo do sinal® desta funcdo permite
compreender a variacdo — crescimento e decrescimento e, juntamente com as

tabelas 1, 2 e 3, esbocar o gréfico, de acordo com a tabela 4.

Tabela 4: Esbogo da curva da fungdo y = x? — 2x — 3 com base no estudo da TVI(x).

Unidades basicas Unidades bésicas gréficas
simbdlicas
TVI(x) Valor de x | Reta tangente | Esbogo da curva | Pontos criticos
<0 x <1 Decrescente : Minimo absoluto
=0 x=1 Constante em (1,-4)
>0 x>1 Crescente

Fonte: Os autores.

Quando a variacdo da funcao for nula, ou seja, TVI(x) = 0, a curva apresenta
um ponto critico, onde ocorre a mudanca de variacdo e, neste caso, € um ponto
minimo absoluto. A identificagdo dos pontos criticos é também um trabalho
importante para o ensino médio uma vez que perpassa a compreensao da férmula

do vértice da parabola, muitas vezes decorada apenas e ndo compreendida.

¥ Estudar o sinal de uma func&o significa determinar para que valores de x do dominio da funcéo, a imagem f(x)

sera positiva (f(x)>0), negativa (f(x)<0) ou nula (f(x)=0).
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Para o esboco de curvas de fungdes polinomiais de grau maior que 2, outras
analises se fazem necessarias como a da concavidade de uma curva. No trabalho
proposto neste artigo, ndo utilizamos este conceito, contudo, a compreensao da
concavidade é relativamente facil a partir do momento em que o0 estudante
compreende que a concavidade esté relacionada a variacdo da inclinagéo das retas
tangentes, ou seja, a variacdo da variagédo da funcéo.

CONSIDERACOES FINAIS

Esbocar curvas e compreender o fendmeno que elas representam sé&o
atividades necessarias em diversas areas do conhecimento e também em tarefas
cotidianas. Pesquisas apontadas neste trabalho revelam o qudo estas atividades
podem ser de dificil aprendizado para os estudantes do ensino médio, indicando
como um dos motivos, o atual ensino. Nele, comumente, o esboco de curvas é
realizado mecanicamente a partir da unido de pontos no plano cartesiano,
encontrados a partir da expressdo algébrica. Este tipo de abordagem, segundo
diversos autores, ndo favorece uma interpretacdo global da curva tdo pouco em
termos de variabilidade.

Para o esboco da curva de uma funcdo afim, Duval sugere um ensino
baseado na abordagem de interpretacdo global das propriedades figurais a qual
consiste em relacionar variaveis visuais a unidades simbdlicas correspondentes da
funcdo. Para tanto, este autor (2011) utilizou os parametros a e b da expressao
y = ax + b e 0s relacionou a variaveis visuais como a inclinacdo da reta e a posicéo
da reta sobre o eixo y. Outros autores, inspirados nestas ideias, propuseram a
abordagem de interpretacdo global para as fungbes quadratica, trigonométrica,
exponencial e logaritmica, no ensino médio, utilizando recursos como a translagéo e
simetria.

As reflexdes deste trabalho giram em torno do esbogo da parébola, utilizando
Como recurso a taxa de variacéo instantanea, a qual é estudada somente no ensino
superior a partir do conceito de limite e derivada, o que limita a compreensao de
funcd@o aos estudantes do ensino médio. Propomos entdo o célculo e compreenséo
da taxa de variacdo a partir da nocao de infinitésimo, a qual, ao longo da histéria
sofreu diversos “ataques” devidos a inconsisténcias matematicas, mas que
atualmente é legitimado pela Analise Nao Standard e o Conjunto dos Numeros

Hiper-Reais.
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Esta forma de trabalhar permite ao estudante uma compreensdao ampla da
curva e do fendbmeno representado em termos de variabilidade, considerando a
teoria de aprendizagem de Duval, no que tange a conversao entre registros de

representacdo semiética de um objeto matematico, no caso, da funcao quadratica.
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