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Fundamental

Resumo: No artigo, partimos de um trabalho realizado com licenciandos e professores em formacao,
em que buscamos explorar uma propriedade geométrica envolvendo quadrilateros e os pontos
médios sobre os lados deste, para mostrar que a forma como a proposicéo é apresentada aos alunos
pode conduzir a investigagbes mais significativas e que exploram mais do que a propriedade
solicitada explicitamente. Para tal, € necessario reconhecer a importancia que tem a visualizacao de
figuras geomeétricas para o ensino de geometria, especialmente amparado por um olhar que busque
ver mais do que a figura impde de imediato, buscando sempre fazer aparecer outras propriedades
nao explicitas a um primeiro olhar sobre a figura.

Palavras Chaves: Ensino de Geometria. Quadrilateros e pontos médios. Relagéo entre areas.

Introducéao

Buscamos no presente artigo, olhar para diferentes possibilidades de trabalho
com a proposicdo geométrica que afirma que: os pontos médios dos lados de um
guadrilatero qualquer sdo vértices de um paralelogramo. Quando tal proposicéo é
apresentada aos alunos nao de forma afirmativa como ocorre acima, mas de forma a
convidar os alunos a investigarem sobre possiveis relacdes existentes, por exemplo,
guestionando: o que é possivel afirmar sobre o quadrilatero formado pelos pontos
médios dos lados de um quadrilatero qualquer? Outras relacdes, como a
proporcionalidade entre as areas dos quadrilateros, podem surgir entre os alunos
possibilitando explorar outros elementos durante a aula.

Tal fato inicialmente foi evidenciado em uma experiéncia realizada por noés
com alunos de Graduacdo em Matematica e professores de Matematica em um
curso de extensao, em que a referida atividade foi explorada. Nela alguns grupos de
trabalho partiram da afirmacdo de haver uma relacédo de proporcionalidade entre as
areas para posteriormente observarem que a figura geométrica em questao era um
paralelogramo.

Esta primeira constatacdo da proporcionalidade pode ser justificada pela

valorizacdo da visualizacdo de elementos 2D frente a figuras geométricas, como
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sugere a teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval,
apresentada em Duval (2011, 2014). Ao mesmo tempo abre possibilidade de validar
esta relacdo de proporcionalidade também, tornando o trabalho com proposicéo
mais significativo ao ensino, como tentaremos mostrar nas proximas secoes.

Apesar do trabalho investigativo motivador do estudo, ter sido realizado por
um grupo de graduandos e professores em formacao, a proposicao explorada e bom
como o0s elementos que buscamos destacar, a nosso ver, se aproximam de
interesses das tematicas da Educacdo Matematica para os anos finais do Ensino

Fundamental.
A proposicédo dos pontos médios de um quadrilatero

A proposi¢do dos pontos medios de um quadrilatero, como enunciada na
introducdo do artigo, estabelece que: o quadrilatero cujos veértices sdo 0s pontos
meédios dos lados de outro quadrilatero é um paralelogramo. Esta proposi¢do com
frequéncia é encontrada em colecdes de livros didaticos do ensino fundamental,

especialmente nas secdes de exercicios, como sugere a Figura 01.

Figura 01: Proposicao explorada no livro didatico Colecdo Matemética e Realidade 8° ano.

61 Qual é o quadrilatero notavel cujos vértices sdo M, N, P e Q, pontos meédios dos lados de um quadril-
B tero gualquer ABCD? Prove que sua resposta esta correta. paralelogramo
A

>

Fonte: lezzi et al (2009, p. 238)

Tal proposicdo € consequéncia de uma aplicacdo direta do conhecido
teorema da base média de um tridngulo, por isto encontramos nos livros didaticos
nas secdes de exercicios que exploram o mesmo. A saber, o teorema da base
média de um tridngulo afirma que: Se um segmento tem extremidade nos pontos
médios de dois lados de um triangulo entdo ele é paralelo ao terceiro lado e tem
medida igual a metade deste terceiro lado. A prova para tal teorema sera omitida

aqui, mas a mesma pode ser encontrada em Trevisan (2016).
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Para aplicacdo do teorema da base média de um tridngulo, é necessario

empregar sobre a representacdo figural o chamado na teoria dos Registros de

Representagdo de Raymond Duval, de “olhar do inventor”. Neste um dado problema

de geometria pode ser resolvido adicionando elementos nao existentes inicialmente

na figura, fazendo assim aparecer na figura elementos que permitam utilizar outras

proposicoes e teoremas. Duval (2005, p. 07) destaca que esta forma de olhar para a
figura se opera a partir de ‘uma DESCONSTRUCAO VISUAL das formas

perceptiveis elementares que se impdem a primeira vista” (tradu¢do nossa, grifo do

autor).

Esta desconstrucdo visual destacada pelo autor se opera na prova da

proposicao, frente a representacdo do quadrilatero inicial, pela adicdo do segmento

AC, como ilustra a Figura 02 apresentada na sequéncia.

Figura 02: Representacgéo figural para encaminhamento da prova da proposicao
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Fonte: Elaborado pelo autor

A partir dessa construcdo, ou seja, do sair da visdo sobre a figura do

guadrilatero bidimensional para adicionar o segmento AC, a argumentacdo se torna

relativamente simples, pois serd baseada na aplicacdo do teorema da base média

de um tridangulo, assim temos:

M ponto médio de AB (hipotese do enunciado)

N ponto médio de BC (hipdtese do enunciado)

Logo, pelo teorema da base média de um tridngulo, considerando o
AABC, temos que MN // AC.

De modo analogo, olhando para AACD, temos que OP // AC. Logo, OP
// MN.
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Pelo mesmo raciocinio, a partir da construcdo de BD, mostra-se de OM //
PN. Assim OMNP tem os lados opostos paralelos e, portanto, pela definicdo de

paralelogramo este quadrilatero sera um paralelogramo.
A relagao entre as areas

Posto este problema a um grupo de alunos de graduacéo em Licenciatura em
Ciéncias Naturais e Matematica e professores de Matematica da educacéo basica
participantes de um curso de extenséo, de forma a n&o afirmar a propriedade, mas
sim de deixar livre para investigarem as relacbes existentes, destacas-se a
possibilidade levantada por eles da investigacdo da relacdo existente entre as areas

dos quadrilateros.

Figura 03: Relac6es destacadas por um trio de professores de Matematica ao investigarem o
problema assumindo o quadrilatero como sendo um retangulo
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Fonte: Material elaborado por professores de Matematica de um curso de Extenséo.

Neste grupo de professores (trés professores) o problema é estudado em um
caso particular de quadrilateros, o retangulo. Para validar as observacfes o0s
professores se apoiam nos casos de congruéncia de triangulos. Mas néo
generalizam para um quadrilatero qualquer.

Contudo o primeiro elemento levantado por eles diz respeito justamente a
relacdo entre as areas. O restante das observacdes levantadas, itens 2, 3 e 4 na

Figura 03, sdo elementos suficientes para caracterizar um paralelogramo. A

VIl CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA — ULBRA, Canoas, 2017



7 hY

representacdo figural neste caso € utlizada para dar suporte a investigagéo
conduzida em que os resultados s&o sintetizados nos itens apontados pelo grupo.
Um grupo de alunos da graduacdo (também em trio) em sua investigacdo
também levanta a possibilidade das areas dos quadrilateros serem uma o dobro da
outra, como ilustra a Figura 04. Este grupo também busca utilizar a figura para dar

suporte a suas observagoes.

Figura 04: Relacdes destacadas por um trio de académicos ao investigarem o problema
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Fonte: Material elaborado por graduandos em Matematica em um curso de Extensao.

B £

Nenhum dos grupos elaborou formalmente uma demonstracdo matematica
para as afirmacdes realizadas. Mas destacamos que ambos 0s grupos investigam
primeiro a relacao entre as areas das figuras.

Tal investigacdo pode ser justificada, pela forma como os alunos muitas
vezes olham para as figuras em geometria e a forma como nosso olhar tende a
privilegiar a visualizacdo de elementos bidimensionais (2D). A forma de olhar para
as figuras, que como Duval (2014) destaca em sua teoria, necessita ser superada

pelos alunos para um trabalho em mateméatica mais significativo.

Ensinar os alunos a verem figuras como 0s matematicos as veem, pois esta
condicdo é essencial para a aquisicdo de conhecimentos em Geometria e
para torna-los capazes de utiliza-los em outra situacdo. Concretamente isso
significa que é necessario, primeiramente, fazer com que os alunos passem
da maneira natural de ver as figuras, que consiste em um reconhecimento
perceptivo imediato de contornos fechados em 2D, a maneira matematica
de olha-las que, ao contrario, focaliza retas e segmentos 1D e pontos de
intersec¢do OD. Isso leva a ver uma rede de retas subjacentes as diferentes
formas 2D reconhecidas em primeiro olhar (DUVAL, 2014, p. 15).

O emprego de um olhar que vai além do reconhecimento dos contornos

fechados e que sdo impostos a ver de imediato, nos leva a operar uma
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desconstrucdo das formas, desconstrucdo esta muitas vezes necessdria para
modificar a figura a fim de possibilitar a utilizagdo de outros elementos matematicos.

A indicacdo dada pela figura que acompanha as observacdes dos trios indica
que eles trabalharam com os lados dos quadrilateros também, especialmente pelas
marcacOes de congruéncias que as figuras apresentam. No entanto, este trabalho
ndo os levou a empregar um olhar inventor nos termos de Duval (2005), para poder
fazer uso de outras propriedades, como é o caso do teorema da base média de um
tridangulo. Pois como vemos nas Figuras 03 e 04, nenhuma contém a insercdo de
segmentos, para fazer uso de tal propriedade.

No entanto a observacdo da relacdo existente entre as areas, nos
proporcionou encaminhar alternativas para provarmos tal relacdo, tanto de uma
forma experimental, com o uso do software GeoGebra, quanto encaminhar a
demonstracao desta relacdo como consequéncia do teorema da base média de um

triangulo. Como mostraremos na proxima sec¢ao do trabalho.

Constatando as relacdes observadas

Todas estas relagcfes levantadas podem ser facilmente verificadas de maneira
experimental com a utilizacdo de um software de geometria dinamica, por exemplo,
0 GeoGebra. Ele pode inclusive ser utilizado primeiro para conjecturar sobre tais
relacbes. Focaremos aqui nossa atencdo na relacdo existente entre as areas dos
guadrilateros.

Para tal investigacdo, podemos utilizar a construgcdo de um quadrilatero
gualquer e dos pontos médios sobre os lados, podemos entdo formar outro
guadrilatero ligando estes pontos meédios. Utilizando o recurso do software de
célculo da area do quadrilatero podemos exibir na tela do computador a area de

cada um destes quadrilateros, como ilustra a Figura 05 a seguir.
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Figura 05: Construgdo para investigar a relacéo entre as areas

—

Area de ABCD = 24.36

Fonte: Construcdo em GeoGebra realizada pelo autor

Realizada a construcao, podemos movimentar o quadrilatero ABCD de forma
a obter outras configuracdes, mas ao mesmo tempo, tais movimentos permitem
observar que a area do quadrilatero interno serd sempre metade da area do
guadrilatero externo.

Uma das formas de se constatar formalmente que esta relacdo entre as areas
€ verdadeira pode ser dada a partir do proprio teorema da base média de um
triangulo. Porém para tal, devemos observar que o segmento meédio do triangulo
divide a altura do triangulo em dois segmentos de igual tamanho.

Esta observacdo pode ser também feita inicialmente no GeoGebra e
posteriormente validada. No GeoGebra o procedimento de investigacdo pode ser
igual ao utilizado no quadrilatero anterior, como ilustra a Figura 06. Para validac&o
matematica desta constatacdo, basta observar que os triangulos KML e KJI sdo

triangulos semelhantes e kO=2KN, logo KN=NO.

Figura 06: Construcdo para investigar a relacdo entre altura e o segmento médio no tridngulo.

K

0 ON = 1.25

Fonte: Construcdo em GeoGebra realizada pelo autor
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Outra prova utilizando elementos geométricos diferentes, também poderia ser

explorada seguindo a mesma linha de raciocinio empregada para provar o teorema

da base média de um tridngulo. Para tal poderiamos:

A partir de J construir paralela a KO (construgao ilustrada na Figura
07);

Construir a semirreta que contém NM,;

Marcar o ponto U no encontro da paralela construida a partir de J com
a semirreta por NM;

Dessa forma, se KN // UJ (construcdo), entdo MKN = MjU (Teorema
das paralelas cortadas por uma transversal’), como NMK = UM]
(opostos pelo vértice) temos que, pelo caso de congruéncia de
triangulos ALA, os AKMN = AJMU, logo KN = JU;

Como 1J // LU (base média do triangulo) e KO // UJ (construcdo) temos
gue NUJO é um paralelogramo, logo UJ é congruente a NO, entédo pelo
item anterior, NO € também congruente a KN.

Outra alternativa ao argumento contido neste ultimo item seria observar
que JON = ONM=0jU =909, logo JUN=90° também, pois a soma dos
angulos internos de um quadrilatero equivale sempre a 360° e assim o
guadrilatero NUJO é um retangulo, logo UJ é congruente a NO, entdo

NO é também congruente a KN.

Figura 07: Construcdo para encaminhamento da prova explorando outras propriedades geométricas.
!

Fonte: Construcdo em GeoGebra realizada pelo autor

> Teorema: Se duas retas distintas interceptam uma transversal, entdo os angulos alternos (ou 0s
angulos correspondentes) sdo congruentes.
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Conhecendo entédo a relacéo apresentada acima sobre a altura do triangulo
dividida pela base média, ou seja, que a base média divide esta altura em duas
partes congruentes, podemos mostrar a relacdo entre as areas pelo célculo das
areas dos triangulos ABC e CDA e o célculo da area do paralelogramo EFGH. Para

tal podemos nos apoiar na ilustracéo apresentada na Figura 08.

Figura 08: Construgdo para encaminhamento da prova da relagéo entre as areas dos quadrilateros.

Fonte: Construcdo em GeoGebra realizada pelo autor

Area do quadrilatero ABCD é igual & soma das areas dos triangulos ABC com
CDA. Logo:

Acasepy = Awse) T Acpay

2ah  2ah; 2a(h+ hy)
Aapepy = 2 + > = 2 =a(h+ hy)

Ja a area do quadrilatero EFGH pode ser dada por:

Areny = Awgzsry + Awmzse)

h  hy ah+h) 1
Agremy = a5 +a— =————=-Awugc)

Ficando assim estabelecida a relacdo existente entre as areas destes dois

guadrilateros.
Conclusdes

Cremos que o trabalho apresenta dois elementos importantes para serem
refletidos durante os encaminhamentos das aulas, ao explorarmos conteddos

geométricos. Primeiramente a importancia dada a forma como olhamos as figuras
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geométricas, especialmente a necessidade de se fazer uso de um olhar que permita
desconstruir as formas presentes nas figuras para utilizacdo de outras propriedades
gue ndo estdo disponiveis a uma primeira vista. Este olhar se torna essencial no
trabalho em geometria, pois a todo o momento estamos buscando articular
elementos tedricos matematicos a partir de manipulacao figural.

O segundo ponto que destacamos diz respeito a forma como apresentamos
0s enunciados das atividades. Quando estes enunciados sao “fechados” demais,
direcionados ao que se gquer encontrar enquanto propriedade, eles podem deixar de
oportunizar aos alunos percorrerem caminhos investigativos que os levem a outras
descobertas. Estas descobertas quando é fruto de um trabalho investigativo,
possivelmente podem levar os alunos a estudarem muitos outros elementos
matematicos além dos que a propria propriedade solicita.

Para estes dois elementos, pensamos que o trabalho apresentado possa
servir para refletirmos tais necessidades e assim elaborarmos e encaminharmos
para estudos atividades cada vez mais significativas na construcdo dos

conhecimentos matematicos.
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