VIl CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA

ULBRA - Canoas — Rio Grande do Sul — Brasil.
04, 05, 06 e 07 de outubro de 2017

Comunicagao Cientifica

PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO: ALGUMAS PRODUCOES DE UM
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO

Angela Marta Pereira das Dores Saviolil

Educacdo Matematica no Ensino Superior

Resumo: Este trabalho apresenta uma analise das dissertagdes produzidas no periodo de 2009 a 2017,
no Programa de Pds-graduagdo em Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica — PECEM, da
Universidade Estadual de Londrina, a respeito do Pensamento Matematico Avancado (PMA). Estes
trabalhos envolveram graduandos de cursos de Matematica, e contemplaram conteddos matematicos,
como sistemas lineares, transformacgdes lineares, teoria dos conjuntos, demonstrac6es mateméticas,
dependéncia e independéncia linear, anéis e grupos, e questbes do Enade — Exame Nacional de
Desempenho de Estudantes. Os referenciais teéricos utilizaram autores como Tall (1991) e Dreyfus
(1991), entre outros. A andlise possibilitou conhecer um pouco do desenvolvimento do pensamento
matematico avancado dos estudantes, e verificou que alguns atingiram a abstracdo matemética,
contudo, a maioria manteve-se em um patamar de transi¢ao entre o pensamento matematico elementar
e 0 avancado. Isso gerou a preocupacdo em produzir propostas que incentivassem esses estudantes
a buscarem essa abstracao.

Palavras Chaves: Educacdo Matematica. Ensino Superior. Pensamento Matematico Avancado.

Introducéo

O trabalho tem por referéncia as pesquisas a respeito do tema pensamento
matematico avancado, produzidas no PECEM - UEL, no periodo de 2009 a 2017, e
gque empregam abordagens tedricas nas perspectivas de Tall (1991, 1995, 1999,
2003), Resnick (1987), Sfard (1991), Dubinsky (1991, 2003), Lajoie e Mura (2004) e
Dreyfus (1991), entre outros.

Entre discussfes tedricas sobre caracterizacbes e entendimentos desse
pensamento, pesquisas envolvendo estudantes e suas formas de lidar com conceitos
matematicos do Ensino Superior, e investigacdes de dificuldades e processos desse
pensamento, apresentamos uma sintese do referencial tedrico dessas pesquisas,
bem como uma reflex&o a respeito dos seus resultados e, finalmente, se os estudantes

analisados atingiram a abstracéo?.

! Doutora. Universidade Estadual de Londrina — UEL. angelamarta@uel.br.

2A palavra abstracdo é utilizada no sentido de Dreyfus (1991). Contudo, pode significar esquema no sentido de
Dubinsky (1991, 2003) ou reificagdo no sentido de Sfard (1991), etc., conforme apresentado na sec¢do dos
referenciais tedricos.
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Para poder situar as producdes, apresentamos brevemente as perspectivas
desses autores para, em seguida, relaciona-los com as pesquisas realizadas e as

pretensdes deste artigo.

Discussao teorica

Para Tall (1995), o pensamento matematico avancado (PMA) abrange a
utilizacao de estruturas cognitivas que podem ser potencializadas ou mobilizadas por
tarefas mateméticas, com o propésito de estabelecer novas ideias que continuam a
construir e estender um sistema crescente de teoremas demonstrados. Por uma
perspectiva cognitivista, esse autor inicia uma sistematizacdo do pensamento
matematico separando trés elementos da atividade humana: percepcao, pensamento
e acao. Assim, é possivel perceber objetos, pensar a respeito deles e realizar acdes
sobre eles durante a producédo de tarefas mateméticas.

Tall (1991) considera que esse pensamento é dedutivo e abstrato, afirmando
ser importante ater-se ao circulo da atividade no pensamento matematico abstrato:
“[...] do processo criativo de considerar um problema em matematica que leva a
formulacédo de conjecturas ao estagio final de refinamento da demonstragéo” (TALL,
1991, p. 3). E evidente que o matematico — aquele que produz matemaética — se utiliza
deste circulo em seu trabalho, expondo varios exemplos, verificando que existe nesse
processo algo sempre acontecendo, conjecturando, tentando provar formalmente ou
encontrando contraexemplos e, finalmente, apresentando seus resultados. Destes,
podem surgir novos conceitos, novos contraexemplos, entre outros, como destaca
Sfard (1991), quando apresenta os niveis pelos quais o estudante passa para obter o
seu produto: interiorizagédo, condensacao e reificacao.

Ainda na obra de Sfard (1991) também aparecem concepcdes de conceitos
algébricos: a concepcao estrutural de um conceito matematico acontece quando se
consegue abordar o conceito como objeto, apreciando o todo sem se ater as sutilezas,
sendo estatica; a concepcao operacional acontece na concretizagcéo do conceito como
um processo, olhamos o conceito sem defini-lo, sendo dinamica e sequencial.

Essas concepcdes estao intimamente ligadas ao PMA, pois quando se tem
uma concepcao estrutural de um objeto matematico € porque jé o reificou e, portanto,
teve um pensar mais avancado. Tall (1991) afirma que muitas das atividades desse

ciclo do PMA podem ocorrer na resolucdo de problemas da matematica elementar,
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“‘mas a possibilidade da definicdo formal e deducdo é um fator que distingue o
pensamento matematico avangado” (TALL, 1991, p. 3). Para o autor, o PMA somente
ocorre apos o estudante passar pelas disciplinas basicas de um curso de Matematica
e chegar a &lgebra e a analise real. Contudo, para outros autores, como Dreyfus
(1991), pode ocorrer até mesmo na Educacéo Bésica.

Para Dreyfus (1991), o PMA é complexo, composto de dois grandes
processos chamados pelo autor de representacdo e de abstracdo e seus
subprocessos. O autor afirma que por meio destes segmentos podemos passar de
uma etapa de sutilezas para outra, e assim, regular a complexidade na passagem de
um pensamento para o outro. Ressalta, além disso, que na representacao temos trés
processos: de representacdo, que sao as representacées simbdlicas, mentais e de
visualizagédo; de mudanca de representacéo e a traducéo entre representacoes; e da
procura de uma representacdo para um objeto ndo matemético. J4 a abstracéo,
segundo o autor, precisa da generalizacdo e/ou da sintese para ocorrer (DREYFUS,
1991).

Resnick (1987) apresenta o pensamento avancado, chamando-o de
pensamento de nivel superior, e afirma que as dificuldades comecam a aparecer na
tentativa de entender esse termo e que nado € possivel definir com exatiddo esse
pensamento, contudo, expde algumas caracteristicas que lhe dizem respeito, tais
como: € nao algoritmico, isto €, o caminho da ac&o néo é totalmente especificado com
antecedéncia; tende a ser complexo, ou seja, 0 objetivo, procedimentos e estratégias
nao sao “visiveis” (mentalmente falando) de algum uUnico ponto; apresenta varias
solugdes, cada uma com custos e beneficios, ao invés de soluc¢des Unicas; envolve
analises extremamente sutis e interpretacdes; abrange a aplicacdo de multiplos
critérios, que, algumas vezes, conflitam entre si; envolve incerteza; nem tudo o que se
tem em maos é conhecido; a auto-regulacdo do processo de pensamento. N&o
reconhecemos o pensamento de nivel superior em um individuo quando este pergunta
por cada passo; envolve um sentido refinado, encontrando estruturas em uma
desordem aparente; exige esforco (RESNICK, 1987, p.3, traducéo nossa).

Com base nestas caracteristicas, percebemos que Resnick (1987) entende o
pensamento de nivel superior como um pensamento complexo, corroborando com as
ideias de Dreyfus (1991), mas admite que possa ser encontrado e estimulado na
Educacao Basica, contrariamente ao assegurado por Tall (1991). Afirma ainda que a

mais importante mensagem da pesquisa moderna a respeito da natureza do
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pensamento é que os tipos de atividades tradicionalmente associadas com o
pensamento ndo estao limitados ao nivel avancado de desenvolvimento.

Dubinsky (1991), baseando-se nas ideias da epistemologia genética de
Piaget, propde a chamada teoria APOS (acéo, processos, objetos, esquemas), a qual
tenta compreender como a abstracao reflexiva de Piaget funciona. Nesse sentido,
Dubinsky define abstracao reflexiva, segundo Domingos (2006), “como a construgao
de objetos mentais e de ac¢des mentais sobre esses objectos” (p. 23). O PMA seria
uma extenséo da abstracéo reflexiva e de suas constru¢des. A seguir, apresentamos
cinco espécies de construcdo de Dubinsky (1991, apud DOMINGOS, 2006, p. 23)

inspiradas em Piaget:

e Interiorizacdo: construcdo de processos internos para dar sentido
a percepcgéo de fendbmenos;

Coordenacao: composicéo de dois ou mais processos;

Capsular: conversdo de um processo em um objeto;
Generalizagao: aplica o0 esquema a uma colecéo de objetos;
Reversibilidade: a partir da existéncia de um processo, consegue-
Se pensar o contrario, ou seja, 0 pensamento reverso.

Segundo Dubinsky (1991), a teoria APOS relaciona-se com trés tipos de
conhecimento: a acdo, uma resposta fisica ou mental de objetos para obter outros
objetos, acontecendo como reacdo a estimulos, de acordo com Tall (1991); o
processo, que consiste na transformacdo de um objeto e controle dessa
transformacao pelo sujeito; e o objeto, que seria a encapsulacédo de um processo,
corroborando com Sfard (1991), quando apresenta a reificacao.

Reflexbes a respeito das producdes encontradas

Esses referenciais tedricos apresentados fundamentaram as producdes
bibliograficas estudadas e nos auxiliaram a compreender as dificuldades
apresentadas por estudantes e possiveis motivos pelos quais elas ocorrem. Vejamos
a seguir as producdes bibliograficas pesquisadas.

Bussmann (2009) utilizou nogbOes abstratas de conceitos matematicos
apresentadas por Sfard (1991). Elaborou questdes, envolvendo o conceito de grupo,
gue foram aplicadas a licenciandos de Matematica participantes de um projeto de
pesquisa. Os resultados obtidos detectaram que os estudantes, ao resolverem
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problemas que envolviam o conceito operacional, ndo apresentaram dificuldade em
sua maioria. No entanto, mostraram bastante dificuldade em questfes que envolviam
problemas de carater estrutural.

Em Souza (2010) temos uma investigacao que analisou 0 modo como ocorre
0 pensamento matematico em estudantes de graduacdo em Matematica em
atividades de modelagem matematica. O estudo utilizou os trés mundos de Tall (2003)
e a modelagem como alternativa pedagogica e pratica investigativa. Como resultado,
obteve que a identificacdo desses elementos deu-se por processos que Tall associa
ao PME — Pensamento Matematico Elementar3, e ao PMA, como também o transito
de estudantes pelo que Tall caracteriza como os Trés Mundos da Matematica. Além
disso, as atividades de modelagem favoreceram 0s processos e a transi¢cao entre 0s
trés mundos da matematica e que os estudantes desenvolveram processos cognitivos
do PME ao PMA.

Elias (2012) utilizou a teoria APOS de Dubinsky (1991) e o objeto matematico
foi o conceito de grupo e isomorfismo de grupos. O autor realizou entrevistas com oito
estudantes da licenciatura em Mateméatica de uma universidade estadual paranaense
com o objetivo de identificar e interpretar as dificuldades desses estudantes em
relacdo ao conceito de grupo e isomorfismo de grupos. Foram encontradas vinte
dificuldades: dificuldades com conceitos prévios ao estudo de grupos, como 0S
conceitos de conjunto e de funcéo; dificuldades em compreender grupo como um
objeto matemaético; dificuldade em verificar as propriedades de operacdes. Com
relacdo as concepcdes, observou-se que a maioria dos estudantes possui uma
concepcao acéo do conceito, no sentido da teoria APOS.

Na pesquisa de Bertolazi (2012), foi construida uma proposta de avaliagdo
reflexiva sobre sistemas de equacodes lineares e aplicada a estudantes do quarto ano
de um curso de licenciatura em Mateméatica em uma universidade estadual do norte
paranaense. Com uma abordagem qualitativa de carater descritivo-interpretativo
buscou-se nos registros escritos relatos e indicios que assinalassem a presenca de
processos de PMA, conforme Dreyfus (1991) e Resnick (1987), e um perfil conciso
dos participantes evidenciando a concepcéo de matematica no sentido de Thompson
(1997), e ainda indicios de atitudes de professor reflexivo a luz de Freire (2004 e

2011). As analises revelaram que de dezessete participantes, apenas trés desses

8 PME: pensamento cuja énfase estda na matematica elementar.
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atingiram o processo de abstragcdo matematica, isto €, a capacidade de sintetizar,
formalizar e generalizar pensamentos matematicos. Ainda, inferiu-se que a maioria
dos participantes apresentou uma visdo platdnica da matematica no sentido de
Thompson (1997).

Ja& Kirnev (2012) investigou dificuldades relacionadas as formas de
demonstracdes matematicas: direta, contra positiva, por reducdo ao absurdo, por
contraexemplo, evidenciadas em registros de graduandos do curso de Matematica de
uma universidade do norte paranaense. A pesquisa apoiou-se em Balacheff (1987),
em seus estudos sobre provas e demonstracoes, e, em Dreyfus (1991) acerca do
pensamento matematico avancado. As analises consistiram em categorizar
agrupamentos com resolucdes similares e evidenciar as dificuldades explicitadas.
Evidenciaram-se dificuldades relacionadas com a forma de demonstracdo, aos
contelidos e a escrita ha linguagem mateméatica ou materna.

Em Gereti (2014), o objetivo era descrever e discutir indicios/caracteristicas dos
processos do PMA evidenciados na producado escrita de estudantes de Matematica
de uma universidade do norte paranaense ao resolverem questdes discursivas do
Enade aplicadas em uma turma do quarto ano do curso de Matematica para treze
estudantes. Embasando-se na teoria de Dreyfus (1991), descreveu-se uma sintese
dos processos do PMA que foram evidenciados nas resolu¢fes dos estudantes. Ao
analisar os registros escritos chegou-se a algumas reflexées e conclusdes acerca da
problematica desta pesquisa: 0s mesmos processos evidenciados nas respostas
Padrdao do Enade foram mobilizados nas resolu¢cdes de alguns estudantes, com
excegao do processo de visualizagdo; onze estudantes mobilizaram o processo de
representacdo simbdlica, trés estudantes mobilizaram o processo de visualizacao,
sete estudantes mobilizaram o processo de mudanca de representacdes e traducéo
entre elas, dois estudantes mobilizaram o processo de modelacéo, sete estudantes
mobilizaram o processo de sintetizacéo e dois estudantes mobilizaram o processo de
generalizacdo. No entanto, nenhum estudante mobilizou todos os processos do PMA
nas resolucdes das quatro questbes; dos treze estudantes, dois ndo resolveram
nenhuma questao, logo ndo mobilizaram nenhum processo do PMA.

Em Marins (2014), o objetivo era identificar e discutir que
indicios/caracteristicas de processos do PMA estudantes do curso de Matematica
manifestam ao lidarem com tarefas referentes ao conteudo de transformacdes

lineares. Para isso, realizou-se um estudo a respeito do PMA segundo Dreyfus (1991),
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Tall (1995) e Resnick (1987). Foi aplicado um instrumento contendo nove tarefas
relacionadas ao conceito de transformacdes lineares a treze estudantes do segundo
ano de um curso de Mateméatica de uma universidade do norte do Parana. Das
andalises emergiram quatro categorias em relacdo aos processos de representacao:
simbdlica, mental, visualizacdo, mudanca de representacoes e alternancia entre elas,
e modelacdo; e de abstracdo: generalizacdo e a sintetizacdo, manifestados nos
registros escritos dos estudantes referentes ao conceito de transformacdes lineares.
As categorias confirmam que estudantes do curso de graduacao podem manifestar
caracteristicas dos processos do PMA durante a graduacao, porém, a maioria dos
estudantes ndo evidenciaram indicios desses processos.

Em Jesus (2016), identificou-se e discutiu-se, por meio da APOS, concepcdes
manifestadas por graduandos na resolucéo de tarefas a respeito do conceito de anel.
Cinco tarefas foram aplicadas a onze estudantes concluintes da disciplina de
Estruturas Algébricas, ofertada no segundo ano de um curso de Matematica de uma
universidade publica paranaense. As analises foram feitas com base na teoria APOS
de Dubinsky (1991) para construir uma decomposicdo genética para o conceito de
anel e interpretar os registros escritos dos estudantes de modo a identificar suas
concepcdes (acdo, processo, objeto, esquema). O estudo evidenciou que apds cursar
uma disciplina de Estruturas Algébricas um estudante construiu uma concepg¢ao
objeto de anel, um estudante construiu a concepc¢ao processo, quatro estudantes
construiram a concepcédo acado, cinco estudantes demonstraram ainda estarem no
processo inicial de construcao do conceito de anel, necessitando coordenar acoes e
construir outros objetos para passar a ter uma concepcao acao de anel e nenhum
estudante mostrou ter construido a concep¢ao esquema.

Souza (2016) aplicou questdes a respeito de dependéncia e independéncia
linear em graduandos de Matematica de uma universidade estadual pubica
paranaense e analisou com base na teoria APOS de Dubinsky. Concluiu-se que
muitos estudantes nem chegaram a concep¢ao agdo, poucos conseguiram aproximar-
se e raros chegaram a concepcdo objeto, configurando um cenario de pouco
entendimento de uma abstracdo matematica.

Jorge (2017) trabalhou com Teoria dos Conjuntos em tarefas desenvolvidas por
20 estudantes do segundo ano de um curso de Matematica de uma universidade
publica paranaense, com a intencdo de identificar os processos do PMA. Utilizou

Dreyfus (1991) como referencial tedrico e apresentou um breve histérico da Teoria de
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Conjuntos. Foi possivel observar caracteristicas dos processos envolvidos no PMA
nas producdes escritas dos estudantes, tais como modelacdo, comutacdo de
representacdes e traducdo, processos de representacao, sintese e generalizacao.
Além disso, analisar quais e quantos processos cada estudante possui a respeito da
Teoria de Conjuntos. Concluiu que todos os estudantes apresentaram ao menos uma
caracteristica do dos processos do PMA, nove estudantes evidenciaram somente as
caracteristicas envolvidas no processo de Representacdo, cinco apresentaram
apenas as caracteristicas dos processos de Abstracdo e dois apresentaram
caracteristicas de todos os processos do PMA.

Concluséao

Essas producgbes bibliograficas apresentadas nos indicam: 1) que o0s
estudantes apresentam diversas dificuldades ao lidarem com conceitos da
Matemética do Ensino Superior, em particular, da Algebra e da Algebra Linear; 2) o
gue pode ser trabalhado em disciplinas de cursos superiores a fim de minimizar
dificuldades dos estudantes ou evitar concep¢des equivocadas sobre conceitos da
Matemética; 3) que estudantes tiveram mais dificuldades com a concepgéo estrutural
do que com a concepcdo operacional; 4) que as atividades de modelagem
favoreceram a transicdo dos estudantes do PME para o PMA; 5) que os estudantes
apresentaram dificuldades com o conceito de grupo e, em sua maioria, permaneceram
na concepcao acao da teoria APOS; 6) que poucos estudantes atingem a abstracao
matematica e muitos apresentam uma visdo platbnica da matematica; 7) que os
estudantes evidenciaram dificuldades relacionadas com a forma de demonstracao,
aos conteudos e a escrita na linguagem matematica ou materna; 8) que os estudantes
evidenciaram 0os mesmos processos das respostas Padrao do Enade e com excecéo
do processo de visualizagcdo, nenhum estudante mobilizou todos os processos do
PMA; 9) que estudantes do curso de graduacdo podem manifestar caracteristicas dos
processos do PMA durante a graduacdo, porém, a maioria dos estudantes nao
evidenciou indicios desses processos; 10) que apo6s cursar uma disciplina de
Estruturas Algébricas estudantes construiram as concepc¢des acao, processo e objeto
da teoria APOS, mas nenhum estudante mostrou ter construido a concepgéo

esquema, 0 que caracterizaria a abstracdo; 11) que muitos estudantes evidenciam os
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processos de representacdo, mas poucos chegam aos processos de abstragao:
generalizacao e sintese.

Desta maneira, inferimos, diante das pesquisas apresentadas, que, em sua
maioria, 0s estudantes de graduacdo em Matemética analisados ndo chegam as
concepgOes objeto e esquema na teoria APOS, ndo evidenciam processos de
abstracdo, ndo chegam a reificacdo, ou seja, ndo evidenciam caracteristicas de
processos do PMA. Desse modo, em sua maioria, 0s estudantes ndo apresentam
processos de pensamento matemético avancado. O que fazer para que mais
estudantes de Matematica atinjam esses processos segundo os tedricos utilizados?

Uma ideia seria elaborar propostas de ensino de conteddos matematicos
trabalhados em disciplinas do curso de Matemética, como, por exemplo, Algebra e
Algebra Linear, que sejam pautadas na Educacdo Matematica e que favorecam o
desenvolvimento do PMA dos estudantes. Essas propostas consistiiam em
atividades, como problemas mateméticos, problemas aplicados aos cursos dos
estudantes, oficinas, jogos, atividades no laboratério de ensino ou de computacéo,
utilizando softwares matematicos, que trabalhem aquelas dificuldades percebidas nas

pesquisas tentando minimiza-las.
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