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Resumo : Neste artigo, relata-se um estudo que tem por objetivo analisar como se da a compreenséao
grafica do conceito de derivada por estudantes de um curso de mestrado em ensino de Matematica.
Tendo a teoria APOS como referencial teérico e metodolégico, elaborou-se a decomposicao genética,
em que foram descritas as possiveis construcdes mentais utilizadas pelo estudante para a
compreenséao da derivada e, especialmente, sobre 0os conceitos e teorias presentes na andlise grafica
de uma funcédo e suas derivadas. Foram organizadas situacdes de ensino compostas por atividades
em que os alunos devem relacionar a interpretacdo da derivada como inclinacao da reta tangente e
as caracteristicas da derivada com propriedades da funcdo como, por exemplo, a diferenciabilidade, a
monotonicidade, a concavidade e maximos e minimos. As situagdes de ensino foram desenvolvidas
em sala de aula, tendo como base o ciclo de ensino ACE, com estudantes matriculados em uma
disciplina que trata dos fundamentos do Calculo. Os resultados obtidos, por meio dos registros dos
alunos e das observagfes anotadas no diario de campo, indicam que os estudantes compreendem de
forma satisfatoria as informacdes presentes no grafico da funcdo e de suas derivadas primeira e
segunda e coordenam essas informacdes relacionando-as com as caracteristicas dessas derivadas.
Além do mais, os alunos evidenciaram desenvolver mecanismos mentais de abstracéo reflexionante
gue possibilitaram a construcdo das estruturas mentais de acdo, processo, objeto e esquema
presentes na decomposicao genética.
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Introducgao

O conceito de derivada tem sua origem associada a problemas geometricos
gue envolvem a determinacdo de tangentes a uma curva. Euclides definiu a
tangente a uma circunferéncia; Apolénio de Perga trabalhou o tracado de tangentes
e normais as conicas; Arquimedes se inspirou na cinematica para tragar a tangente
a sua espiral. Porém foi com o surgimento da Geometria Analitica que o método de
determinar tangentes péde ser aplicado a qualquer curva. Destacam-se, neste
estudo, por exemplo, o0 método de encontrar maximos e minimos, pelo qual
encontrava geometricamente 0s pontos em que a reta tangente ao grafico da fungéo

tinha inclinacdo nula, de Fermat; o método de Barrow, que consistia ha
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determinacao do limite de uma corda com pontos que se aproximam entre si e 0
meétodo de Newton, que utilizava as primeiras e ultimas razdes para a determinacao
da inclinacdo de uma curva. Todos esses meétodos, juntamente com a teoria das
fluxdes de Newton e as diferenciais de Leibniz consistiram em problemas que
geraram a formalizagdo do conceito de derivada por meio do limite da razao
incremental.

No estudo da derivada, além de compreender o conceito da derivada e de
utilizar regras de derivagdo na resolucdo de problemas, € fundamental que o
estudante compreenda a interpretacdo da derivada em graficos para que, por meio
das representacdes analitica e grafica, possa interpretar e relacionar caracteristicas
da funcdo com as suas derivadas. Informacdes sobre o crescimento e
decrescimento de funcdes e a resolucdo de problemas de otimizacdo podem ser
obtidos por meio da utilizacdo de propriedades das derivadas primeira e segunda e
sdo Uteis na andlise do comportamento das fungdes.

Em relacdo ao conceito de derivada, pesquisas indicam evidéncias de que o0s
alunos universitarios apresentam dificuldades em relacionar as representacdes
analitica e grafica da derivada (ALMEIDA; VISEU, 2002; BISOGNIN; BISOGNIN,
2011). Nesses estudos, foram aplicados testes e/ou questionarios a estudantes de
graduacédo e de pdés-graduacdo com o objetivo de averiguar as dificuldades dos
alunos em interpretar e relacionar os graficos de uma funcéo e de suas derivadas.
Diante das dificuldades apresentadas pelos alunos, os pesquisadores sugerem que
devam ser priorizadas praticas de ensino que integrem as abordagens graficas e
analiticas como forma de favorecer a compreensédo da interpretacdo grafica e da
relacdo da funcéo e suas derivadas.

Por outro lado, a utilizacdo de enfoques tedricos, como por exemplo, a teoria
APOS, que permite entender o processo de aprendizagem por meio das constru¢oes
mentais desenvolvidas pelos estudantes, tem favorecido a compreensao grafica de
uma funcdo e suas derivadas. O estudo desenvolvido por Asiala et al. (2001), com
dois grupos de estudantes, mostra que os alunos que tiveram aulas tendo como
base a analise tedrica do modelo cognitivo APOS, obtiveram melhores resultados no
entendimento grafico da funcéo e suas derivadas, que aqueles cujas aulas seguiram
0 método tradicional.

Acreditamos que o uso de teorias e metodologias diferenciadas em sala de

aula, em que o aluno trabalha com os conceitos e resolve exercicios, tendo a
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possibilidade de reflexionar sobre suas ac¢bes e discuti-las, em um trabalho
colaborativo com colegas e professores, propicia um ambiente favoravel a
compreensdo de conceitos e teorias que estdo sendo trabalhados sobre
determinado conhecimento matematico.

Nesse sentido, o presente estudo, que é parte de uma pesquisa em
andamento, tem como objetivo analisar como se da a compreensao grafica de uma
funcdo e suas derivadas por estudantes de um curso de mestrado em ensino de
Matematica e utiliza o modelo cognitivo APOS para a elaboracdo e implementagéo
de situagcbes de ensino que permitem analisar se 0s estudantes constroem
mecanismos de abstracdo reflexionante e estruturas mentais que favorecam a
compreensao da derivada como coeficiente angular da reta tangente, das condi¢cdes
de diferenciabilidade e das relacdes entre a funcdo e suas derivadas primeira e

segunda.

Referencial tedrico

A teoria APOS, desenvolvida por Ed Dubinsky e seus colaboradores, € o
referencial tedrico utilizado na pesquisa. Esse modelo tedrico vem sendo utilizado
por pesquisadores como forma de conhecer as dificuldades dos alunos no que se
refere aos conceitos matematicos do ensino superior e analisar as construcdes
mentais utilizadas na aprendizagem, além de propor atividades de ensino que
contribuam para a compreenséo dos conceitos. A denominacdo APOS se deve aos
qguatro componentes essenciais identificadas nos estudantes, quando da construcéo
de um conceito matematico, a saber, Action, Process, Object e Schema.

A teoria APOS toma como ponto de partida as ideias de Piaget (1995) sobre a
abstracdo reflexionante para descrever a construcdo de objetos mentais
relacionados a objetos matematicos especificos; tém como base os mecanismos
mentais de interiorizacdo, coordenacdo, encapsulacdo, generalizacdo e
reversibilidade, que possibilitam a compreensdo de um conceito matematico por
meio da construcdo de estruturas mentais de acéo, processo, objeto e esquema. Um
esquema corresponde a totalidade de conhecimento que um individuo tem sobre um
determinado conceito matematico. Assim, um individuo podera ter, por exemplo, um
esquema de grafico, um esquema de funcdo, um esquema de derivada. Os
esquemas devem ser coordenados para formar estruturas que serdo utilizadas na

resolucéo de problemas mateméticos.
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De acordo com Arnon et al. (2014), a compreensdao de um conceito
matematico comec¢a com a manipulacdo de objetos mentais ou fisicos para formar
acOes; acOes sdo entdo interiorizadas para formar processos, 0S quais sao
encapsulados para formar objetos. Os objetos podem ser desencapsulados e voltar
a serem processos dos quais eles foram formados. Finalmente, a¢cdes, processos e

objetos podem ser organizados em esquemas.

Procedimentos metodoldgicos

Os participantes desta pesquisa sao cinco estudantes de um curso de
mestrado, de um programa de pos-graduacdo em ensino de ciéncias e matematica,
de uma universidade brasileira, matriculados no segundo semestre de 2016, na
disciplina de Fundamentos de Calculo Diferencial e Integral. Os alunos, que
denominaremos por Al, A2, A3, A4 e A5, sdo licenciados em Matemética e
cursaram na graduacéo disciplinas de Calculo Diferencial e Integral.

A metodologia utilizada no desenvolvimento desta pesquisa € de natureza
qualitativa (BOGDAN; BIKLEN, 1994), em que empregamos as trés componentes da
metodologia de pesquisa proposta pela teoria APOS (ARNON et al., 2014): Andlise
tedrica, Planejamento e implementacéo e Coleta e analise dos dados.

Na Analise teodrica, elaboramos a decomposicdo genética do conceito de
derivada, a qual descreve as estruturas e 0s mecanismos mentais que um estudante
precisa construir para aprender este conceito. Assim, tendo como base a
compreensao mateméatica e as construgdes historicas do conceito de derivada, a
teoria APOS, as pesquisas de Asiala et al. (2001), Garcia, Gavilan e Llinares (2012)
e Vega, Carrillo e Soto (2014) e livros didaticos de Calculo, elaboramos a
decomposicao genética preliminar do conceito de derivada.

Ao iniciar os estudos, é desejavel que o aluno tenha como pré-requisitos
conhecimentos sobre o valor de uma fungcdo em um ponto, a representacéo grafica
de uma funcédo no plano, as operacdes entre funcdes, a inclinacdo da reta que passa
por dois pontos, a sua equacgao e a representacdo geométrica e a velocidade média
de um objeto.

A construcdo do esquema da derivada se inicia a partir do esquema de
funcdo em que o estudante deve desenvolver acdes de substituir os valores da
funcdo em pontos especificos, e calcular a variagdo da funcdo e a razdo das

variagoes. Essas acOes devem ser interiorizadas em um processo ao considerar o
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limite da raz&o incremental, para obter o conceito de derivada. Este processo deve
ser coordenado para obter f'(x), por meio do limite e encontrar a derivada de
funcdes, utilizando regras de derivacao.

Com a encapsulacdo deste processo, obtém-se a definicAo do objeto
cognitivo — a derivada da funcédo. O aluno devera generalizar o conceito de derivada
para qualquer funcdo y = f(x). Utilizando os pré-requisitos, o aluno devera
coordenar as diversas interpretacées de f'(x), como inclinacdo da reta tangente no
ponto (x, f(x)), como velocidade instantdnea no instante x ou como taxa instantanea
de variacdo de f em x. O objeto funcdo derivada pode ser entendido como uma
classe de objetos constituida por todas as derivadas das funcbes em cada ponto do
dominio. Nesses objetos, podem ser realizadas novas ac¢des, como por exemplo, o
calculo da derivada segunda.

A construcdo do esquema da derivada se constitui na colecdo de todas as
acOes, processos, objetos e outros esquemas que estdo ligados na mente do
individuo e que permitem a resolucdo de um problema, utilizando o conceito de
derivada.

Assim, a interiorizacdo das acdes necessarias para entender o processo da
derivada, a coordenacao das diversas interpretacfes da derivada, a encapsulacéo
do processo da derivada, a coordenacéo e a generalizacdo do esquema da funcéo
com sua derivada, aplicando o esquema da derivada em contextos distintos, a
reversibilidade do processo, em que, conhecendo as caracteristicas do objeto
derivada, é possivel obter as propriedades da funcéo (crescente, decrescente,
concavidade, pontos de maximo e minimo, etc.), sGo mecanismos mentais de
abstracao reflexionante indispenséaveis para obter o esquema da derivada.

Salientamos que, apesar de descrevermos a construcao para o esquema da
derivada, iremos enfatizar, neste artigo, a relacdo entre os aspectos analiticos e
graficos da funcéo e suas derivadas.

Na etapa de Planejamento e implementacédo, elaboramos dez situacdes de
ensino, que foram desenvolvidas em sala de aula, seguindo como metodologia de
ensino o ciclo de ensino ACE, que consiste em trés componentes: (A) Atividades;
(C) Discussao em classe e (E) Exercicios. Essas situa¢des de ensino sdo compostas
por questbes que tratam de problemas histéricos sobre a determinacdo de

tangentes, da derivada como coeficiente angular da reta tangente, das condi¢cGes de
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diferenciabilidade e das relagbes entre a funcdo e suas derivadas primeira e
segunda.

A coleta de dados se deu por meio do desenvolvimento das situacdes de
ensino, em sala de aula, na disciplina de Fundamentos de Céalculo Diferencial e
Integral, perfazendo, para o estudo da interpretacdo grafica da funcdo e suas
derivadas, um total de seis horas/aula. A professora pesquisadora fornecia as
explicacbes necessarias, discutindo conceitos e teoremas presentes no estudo da
derivada de uma funcéo, esclarecia duvidas e formalizava os conceitos matematicos
necessarios a compreensdo da relacdo entre a interpretacdo grafica e analitica da
funcdo e suas derivadas. As atividades foram desenvolvidas com os alunos
dispostos em dois grupos, um com dois e outro com trés alunos, ou ainda, no grupo
como um todo, em que eles tiveram a oportunidade de discutir e reflexionar com os
colegas e a professora pesquisadora para, a partir dai, resolver os exercicios
propostos nas atividades, a fim de auxilia-los no desenvolvimento das construgdes
mentais sugeridas pela decomposicéo genética.

A anadlise dos dados foi realizada a partir dos registros dos alunos nas
atividades propostas nas situacdes de ensino e das anotacdes no diario de campo,
em que procuramos verificar se 0s alunos fizeram as constru¢cdes mentais indicadas
pela decomposicdo genética e avaliar a compreensao grafica da funcdo e suas

derivadas pelos estudantes.

Analise dos dados e resultados

Apresentamos, a seguir, a analise dos dados referentes a quatro questdes,
gue chamaremos de questbes 1, 2, 3 e 4. Essas questbes tratam da interpretacao
geométrica da derivada, das condicdes de diferenciabilidade e das relacdes
analiticas e geométricas entre a funcao e suas derivadas primeira e segunda.

Na Questdo 1, foram apresentados os graficos de oito funcdes f e indicado
em cada um dos graficos o ponto a, conforme pode ser observado na Figura 1.
Solicitava-se que os alunos indicassem, em cada caso, se a derivada f'(a) é
positiva, negativa, zero ou nao existe, justificando.

Para responder a questdo, todos os alunos coordenaram a representacao
grafica da fungdo com a inclinacdo da reta tangente ao grafico da funcéo no ponto a,
representaram a reta tangente e indicaram corretamente onde a derivada f'(a) é

positiva (graficos (a) e (c)), negativa (graficos (b) e (g)), zero (gréaficos (d) e (e)) e ndo
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existe (graficos (f) e (h)). A Figura 1 mostra a representacéo das tangentes ao gréafico

de f em a e as justificativas apresentadas pelo Aluno A5.

Figura 1 — Representacdo das tangentes ao graficod afuncdo fe

justificativa feita pelo Aluno A5.

Gréficos e tangentes Justificativa

/ “Derivada positiva, pois a reta tangente no ponto a tem
inclinacado positiva”.

N ! “Derivada negativa. A funcdo é decrescente entdo a
1 \ \ inclina¢do da reta é negativa”.
_ﬁ.ﬁ}z \, —-—a‘-—»
(b) )
“Derivada zero, com a inclinacdo da reta tangente igual a
/R e zero”.
- i
(d) (©)

- “N&o possui derivada no ponto a”.
‘\/ Em (f): “Nao possui o coeficiente angular da tangente”.

Em (h): “A func@o apresenta um bico, entdo ndo tem
coeficiente angular”.

!
1

i L1 O -
a a

() (h)

Fonte: Da autora e registro do Aluno A5.

O Aluno A5 e os demais alunos associaram o0s pontos onde a inclinacao é
positiva (reta tangente apontando para cima) com a derivada positiva, os pontos
onde a inclinacdo € negativa (reta tangente apontando para baixo) com a derivada
negativa, os pontos onde a inclinacdo é nula (reta tangente na horizontal) com a
derivada igual a zero e, 0s pontos onde a reta tangente esta na vertical ou ndo existe
com pontos onde a derivada nao existe. 1Isso mostra evidéncias de utilizagcdo do
esquema da derivada para a coordenacao da representacédo grafica da funcdo com
propriedades da derivada primeira e também a coordenacdo da interpretacdo da
derivada primeira com a inclinagéo da reta tangente.

Acreditamos que o fato de termos discutido, junto aos alunos, aspectos
histéricos que versam sobre o problema das tangentes e sobre a formalizacdo do
conceito de derivada, favoreceu o desenvolvimento de mecanismos mentais de
coordenacdo que permitiu que todos os alunos respondessem corretamente a
questdo. Observou-se que todos os alunos realizaram acées em representar as
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retas tangentes aos gréficos das fungdes e por meio da interiorizacdo coordenaram
a inclinacéo da reta com o sinal da derivada primeira.
Na Questdo 2, era dado o grafico de uma funcdo g (Figura 2) e perguntava-

se: Em quais numeros g néo é diferenciavel? Por qué?

Figura 2 — Gréfico da fungdo g.

Fonte: Stewart (2012), p. 175.

Ao responder a Questao 2, todos os alunos justificaram que a funcéo g néo é
diferenciavel em x = -2 e em x =5, pois a funcéo é descontinua e, em x = -1 e
em x =2, pelo grafico da funcdo “apresentar bicos” e “ndo possuir coeficiente

angular” da reta tangente. Nenhum dos alunos mencionou que a reta tangente é

D

vertical em x =4 e que nao existe g'(4) e, portanto, que g também néao
diferenciavel em x = 4.

A definicdo formal de diferenciabilidade nos diz que: “Uma funcdo f é
diferenciavel em a se f'(a) existe” (STEWART, 2012). Em geral, se o gréfico de uma
funcdo f possui bicos, entdo seu grafico ndo tem tangente no ponto (ndo existe o
coeficiente angular da reta tangente) e f nao é diferenciavel neste ponto. O teorema:
“Se f é diferenciavel em a, entdo f é continua em a” (STEWART, 2012), mostra a
relacdo entre as propriedades de diferenciabilidade e continuidade de uma funcéo e
nos informa que, se uma funcao ndo é continua em a, entdo f nao é diferenciavel
em a. Outra possibilidade da funcdo nédo ser diferenciavel em a, é a curva ter uma
reta tangente vertical em x = a, ou seja, f é continua em a e lim,_,|f'(x)| = oo.

De acordo com as respostas dos alunos, observamos que eles utilizaram o
fato da funcdo ser descontinua e/ou de ndo possuir tangente nos pontos
considerados para determinar onde a funcdo ndo é diferenciavel. Porém faltou a
compreensao de que a funcdo também néo é diferenciavel se possuir reta tangente

vertical. Isso pode ser justificado pelo fato de que, na maioria das vezes em que a
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diferenciabilidade de fungdes é tratada em cursos na graduacgédo, ha énfase nas duas
primeiras possibilidades (descontinuidade e ndo possuir tangentes), conforme pode
ser observado em exemplos e exercicios fornecidos por livros didaticos que carecem
de problemas, embora tratem teoricamente da terceira possibilidade.

Salientamos que as trés possibilidades foram apresentadas e discutidas com
os alunos antes da resolucéo dos exercicios. De qualquer maneira, ha evidéncias de
que houve coordenacdo dos esquemas da interpretacdo geométrica da derivada
com a diferenciabilidade de funcdes. Estes esquemas fazem parte do esquema da
derivada. No entanto, observamos, nas respostas dos alunos, que ha falta de
utilizacdo de uma linguagem mais apropriada para justificar suas respostas.

Na Questdo 3, solicitava-se que fosse feito o esboco do grafico de uma
funcdo continua tal que f(3) =5, f'(3) =0, f'(x) <0 parax <3 e f'(x) >0 para
x > 3.

Das discussoes feitas em sala de aula e das observacdes registradas no
diario de campo, concluimos que todos os alunos levaram em conta as informacdes
analiticas fornecidas pela questdo e coordenaram as propriedades da derivada
primeira com as caracteristicas da funcéo, tendo observado que:

e parax =3ovalorde f é5;

* f'(x) < 0parax < 3= f decrescente para x < 3;

e f'(x) >0 parax > 3= f crescente para x > 3;

* f'(3) =0 e f' passa de negativa para positiva em x = 3 = f tem um minimo

emx = 3.

Com isso, todos os alunos esbocaram corretamente o grafico da funcao f,

conforme pode ser observado na Figura 3, na resolugéo do Aluno A4.

Figura 3 — Resolucdo da Questéao 3 pelo Aluno A4.

i

!

/
AN
= -‘u i, :\‘./

-t

[
;
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Fonte: Registro do Aluno A4.
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No esboco feito pelo aluno, evidenciamos a coordenacdo das informacdes
analiticas da funcéo e sua derivada primeira com as caracteristicas da funcéo e sua
representacdo geométrica, além de ter utilizado o mecanismo mental de
reversibilidade para, a partir das propriedades da derivada primeira, obter
caracteristicas da funcgéo.

A Questédo 4 apresentava os graficos das derivadas primeira e segunda de
uma funcao f, conforme pode ser visto na Figura 4 e solicitava que fosse feito um
esboco do gréafico de f.

Para a resolucdo da questao, é necessario que o aluno obtenha informacdes
das derivadas primeira e segunda fornecidas pelos graficos e coordene essas
informagdes com as propriedades que relacionem a fungéo com suas derivadas:

 f'(1) =0, o que indica que 1 é ponto critico de f;

* f' passa de negativa para positiva em 1, entao f(1) € minimo local de f;
* f'(x) <0parax<1,entdo f € decrescente para x < 1;

e f'(x) >0 parax>1entao f é crescente parax > 1;

 f"(x) > 0 paratodo x, entdo o grafico de f é concavo para cima para todo x.

Figura 4 — Grafico de f e f' da Questao 4 e resolucéo feita pelo Aluno Al.

Fonte: Da autora e registro do Aluno Al.

Todos os estudantes mostraram evidéncias de coordenar a maioria destas
caracteristicas, tendo obtido os dados dos graficos por meio de acdes e processos
que, ao serem interiorizados, permitiram a obtenc&o das propriedades da funcéao,
tendo como referéncia os teoremas que fazem parte do esquema da derivada, 0s

quais foram discutidos com os alunos antes da realizacéo da atividade.
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A Figura 4 ilustra essa questdo, mostrando que o Aluno Al revela ser capaz
de analisar o sinal da derivada primeira para identificar os intervalos em que a
funcdo é crescente e decrescente e o sinal da derivada segunda, para obter a
concavidade do grafico da fungdo. Embora o aluno ndo faga referéncia ao minimo
local de f (apenas escreve em sua resolucdo “f’'(1) = 0"), esta informacédo foi
inserida corretamente no grafico.

Salientamos que, embora a funcdo f poderia assumir qualquer valor em x =
1, verificamos que, assim como o Aluno Al, todos os demais alunos esbocaram o
grafico de f considerando f(1) = 0. Acreditamos que esse resultado deve ter sido
influenciado pelo fato de que f'(1) = 0 e, mesmo que todos tenham esbocado o
grafico corretamente, faltou uma maior reflexdo sobre esses dados.

As questdes 3 e 4 envolvem mecanismos mentais de coordenagao,
generalizacdo e reversibilidade, em que, conhecendo informacbes sobre as
derivadas f' e/ou f”, o aluno deve reflexionar sobre estas informagdes e obter dados
sobre o monotonicidade, concavidade, maximos e minimos para fazer o esboco do
grafico de f. Embora sem justificar de forma coerente todas as informacdes, a
resolucéo feita por cada um dos alunos nos d& evidéncias de que eles utilizaram

estes mecanismos para um esbhoco correto do grafico da funcéo.

Consideracdes finais

Apresentamos aqui resultados de uma pesquisa em que foi utilizada a teoria
APOS como aporte tedrico e metodolégico. O estudo desenvolvido com os
estudantes ndo teve como foco uma simples prova ou avaliacdo de seus
conhecimentos, mas sim, um trabalho colaborativo com vistas a auxilid-los na
construcdo e compreensao de conhecimentos que estdo associados ao conceito de
derivada.

Os resultados obtidos, nas quatro questdes discutidas neste artigo, indicam
qgue os alunos utilizaram mecanismos mentais de abstracao reflexionante indicados
na decomposicao genética da derivada, que permitiram, com o uso do esquema da
derivada, a resolucdo das questbes de forma satisfatdéria e que evidenciam a
compreensao grafica da funcdo e suas derivadas pelos estudantes.

Além disso, a metodologia de ensino utilizada, tendo como base o ciclo de
ensino ACE, possibilitou o desenvolvimento de atividades que iniciaram com o0s

problemas historicos que deram origem ao conceito da derivada e a resolugédo de
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exercicios com o acompanhamento da professora pesquisadora e discussfes em
grupo. Também, favoreceu a compreensdo sobre a interpretacdo geométrica da
derivada, as condi¢des de diferenciabilidade e as relagdes entre a funcédo e suas

derivadas pelos estudantes.
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