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Resumo: Esse trabalho apresenta resultados iniciais de uma pesquisa maior, intitulada “O conceito
de limite na formacdao inicial de professores de mateméatica: Um estudo a luz dos trés mundos da
matematica”, que tem por objetivo analisar o conceito de limite de uma funcdo apresentado por
estudantes de dois cursos de Licenciatura em Matematica, bem como suas estratégias de resolucéo
de questdes, a luz da Teoria dos Trés Mundos da Matematica. Metodologicamente, elencaram-se trés
livros presentes nas ementas de diversos cursos de célculo distribuidos pelo pais. Foi proposto um
quadro de questBes para realizar a analise dos capitulos de introducdo ao conceito de limite e das
caracteristicas que um aluno que estuda pelos livros pode desenvolver ao resolver 0s exercicios
propostos nesses capitulos. A andlise possibilitou verificar que a maioria das questdes objetiva o
desenvolvimento de caracteristicas dos Mundos Simbdlico e Corporificado, com poucas exigéncias
do Mundo Formal. Nesse sentido, essa andlise pode contribuir para verificar se as imagens
conceituais dos alunos tém origem nos conteddos apresentados nos livros didaticos e nas
possibilidades de trabalhar o conceito de limite com apelo aos Trés Mundos da Matematica.

Palavras Chaves: Ensino de Célculo Diferencial e Integral. Limite de uma fun¢&o. Trés Mundos da
Matematica.

INTRODUCAO

As dificuldades relativas a aprendizagem dos conceitos do Calculo Diferencial
e Integral sdo objetos de estudo frequentes em trabalhos da area de Educacédo
Matematica (TALL, 1980; ARTIGUE, 1995; BARUFI, 1999; TRALDI JUNIOR, 2006;
VIEIRA, 2013; MULLER, 2015).

Podem ser indicados inimeros fatores para a ocorréncia dessas dificuldades,
tais como as que séo intrinsecas aos conceitos do Calculo, que exigem uma maior
abstracdo matemética dos estudantes; aos elevados indices de reprovacdo nas
disciplinas desses componentes curriculares em cursos de graduacéo; a forma com
que estes conceitos sao apresentados em sala de aula; entre outros.

Entretanto, o conceito de limite de uma funcéo, geralmente apresentado logo

nos primeiros contatos dos estudantes com as disciplinas de Célculo, tem sido
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elencado como chave no desenvolvimento da aprendizagem dessas disciplinas,
sendo que muitos trabalhos voltam-se as questfes relacionadas aos processos de
ensino e aprendizagem deste conceito (TALL, VINNER, 1981; REZENDE, 1994;
NASCIMENTO, 2003; SANTOS, 2013).

Nesse sentido, dois fatores principais relacionados a aprendizagem do
conceito de limite sdo elencados como elementos que dificultam esse processo: um
relacionado a sua natureza epistemoldgica complexa, apontado por Cornu (1983); e
outro relacionado aos processos mentais necessarios para a aquisicdo desse
conhecimento (ARTIGUE, 1995).

Zuchi e Goncalves (2003, p.4) constatam que,

As dificuldades comecam a aparecer desde o conceito intuitivo de limite,
pois trabalha-se com ndmeros infinitesimais, com os quais o estudante nao
esta acostumado. Também dependendo da situacao utilizada, com a nocao
do infinito, por exemplo, aproximar a area de uma figura por n retangulos.
As primeiras barreiras ja comecam a surgir neste contexto. Ao formalizar o
conceito de limites, os obstaculos aumentam, pois neste momento, o aluno
se depara com a formalizacdo da linguagem matemética, a qual muitas
vezes ele ndo entende. A falta de uma base em matematica béasica torna-se
evidente, ao lidar com conceitos de fun¢gdes modulares.

Dessa forma, levando em consideracdo a extrema relevancia desse tema nas
pesquisas no ensino do Célculo Diferencial e Integral, reflete-se: Qual é a influéncia
dos livros didaticos na aprendizagem do conceito de limite de uma funcdo? Como,
nos livros didaticos, € introduzido o conceito de limite? Que tipo de linguagem é mais
utilizada ao apresentar esse conceito?

Essas questdes sdo norteadoras desse trabalho, em que se pretende
averiguar quais caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica estdo presentes na
abordagem do conceito de limite de uma fungéo em livros didaticos de célculo.

A Teoria dos Trés Mundos da Matemética € uma teoria de aprendizagem de
matematica proposta por David Tall (2008; 2013) que surge em uma perspectiva de
analisar como se desenvolve o pensamento matematico sob trés aspectos: um
relacionado as caracteristicas fisicas dos objetos matematicos, a que o autor se
refere como corporificado; o segundo relacionado as caracteristicas matematicas
dos objetos em uma maneira escrita, que o autor chama de simbdlico; e um terceiro,
relacionado ao formalismo matematico dos conceitos, que o autor denomina de
axiomatico-formal.

Nesse sentido, ao analisar a introducédo do conceito de limite de uma funcéao

nos livros didaticos de Calculo, buscou-se perceber quais caracteristicas desses
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‘mundos da matematica® estavam mais presentes na abordagem das bibliografias
analisadas.

E valido ressaltar que este trabalho faz parte dos resultados iniciais de uma
pesquisa maior, intitulada “O conceito de limite na formacg&o inicial de professores de
matematica: Um estudo a luz dos trés mundos da matematica”, que tem por objetivo
analisar o conceito de limite de uma funcdo apresentado por estudantes de dois
cursos de Licenciatura em Matematica, bem como suas estratégias de resolucéo de
questdes, a luz da Teoria dos Trés Mundos da Matematica.

Nessa busca, pretende-se verificar se as caracteristicas que o0s alunos
apresentam em suas conceituacdes de limite de uma funcdo se assemelham com as
indicadas nos livros didaticos que os professores utilizam como referéncia para o
trabalho das disciplinas de Célculo | em sala de aula, identificando possiveis
similaridades.

A TEORIA DOS TRES MUNDOS DA MATEMATICA

“Como é que os seres humanos podem aprender a pensar matematicamente
de uma maneira que € muito mais sutil do que as possibilidades disponiveis para
outras espécies?” (TALL, 2013, p. 3). Influenciado por esta questdo e por estudos
como os de Jean Piaget, Jerome Bruner, Efraim Fischbein e Pierre Van Hiele, que
descrevem modelos de como ocorre a aprendizagem da matemética, David Tall
propbe a Teoria dos Trés Mundos da Matemética, que tem por objetivo explicar
como ocorre o desenvolvimento do pensamento matematico s, ndo pautado apenas
no simbolismo, nem na visualizacdo, mas em um conjunto de caracteristicas que
levem a um pensamento matematico avancado.

A teoria se difere de outras ja criadas, levando em consideragédo que o autor
acredita que novos niveis de pensamento matematico ndo sdo necessariamente
fundados nas prévias experiéncias dos estudantes. Algumas experiéncias anteriores
podem auxiliar no desenvolvimento de outras, entretanto, algumas acabam levando
0s estudantes a terem ideias erradas sobre os conceitos matematicos e interferem
na aprendizagem de novos contetdos (TALL, 2013).

Essas experiéncias prévias, alias, sdo um dos elementos-chave do quadro

tedrico proposto pelo autor, chamadas de met-before, ou ja-encontrados. Como dito
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anteriormente, elas acabam influenciando nas novas experiéncias em matemaética,
nos met-after, ou a-encontrar.

Tall (2008, 2013) propde, assim, a Teoria dos Trés Mundos da Matematica,
baseada em uma fundacdo sensorio-motor-linguistica, em que o reconhecimento de
padrbes, semelhancas e diferencas, a repeticdo de sequéncias de acdes até que se
tornem automaticas e a linguagem para descrever e aperfeicoar a maneira como
pensamos sobre as coisas, sdo essenciais no desenvolvimento do pensamento
matematico.

Dessa forma, essas trés caracteristicas, comuns a todos os seres humanos,
sdo fundamentais no desenvolvimento dos Trés Mundos da Matematica, que sdo
descritos de acordo com Tall (2013, p. 133):

a) Um mundo (conceitual) corporificado, construido nas percepcdes e acdes
humanas, desenvolvendo imagens mentais verbalizadas de maneiras cada
vez mais sofisticadas, para tornar-se perfeitos entes mentais na nossa
imaginacéo;

b) Um mundo (operacional) simbdlico, desenvolvida através da transposicéo
das acgbes corporificadas do homem em procedimentos simbdlicos de
manipulacdo e célculo, que podem ser comprimidos em proceitos3 para
permitir um pensamento operacional flexivel;

¢) Um mundo (axiomatico) formal, construindo conhecimentos formais em

sistemas axiométicos especificados por definicbes tebricas, cujas
propriedades sdo deduzidas por provas matematicas.

A articulacéo entre esses mundos se da conforme a Figura 1:

Figura 1 — Articulac&o entre os Trés Mundos da Matematica

FORMAL
Matematica Formal Axiomatico
Formal
Matematica Formal Provas Formal
Teorica Corporificado combinando Simbolico
corporificacio e
simbolismo
Espago e Forma Simbaolico Aritmética
Matematica Corporificado generalizada
Pratica Aritmética
Numeros
SIMBOLICO
CORPORIFICADO

Fonte: Adaptacao e traducdo de TALL, 2013, p. 198

3 Gray e Tall (1994) criaram a palavra “proceito” para indicar a dualidade entre processo e conceito.
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Portanto, ao averiguar as caracteristicas dos mundos da matematica
presentes nos capitulos de introducdo ao conceito de limite nos livros didaticos de
Matematica, pretende-se compreender que caminhos um aluno que estuda por esse
livro pode desenvolver e que aspectos tedricos poderiam ser melhor trabalhados em
sala de aula para que o aluno consiga estabelecer um pensamento matematico mais

avancado.

METODOLOGIA

A analise dos capitulos dos livros didaticos ocorreu em duas etapas: uma
primeira, dedicada a analise da introducédo e desenvolvimento do conceito de limite,
em busca de compreender como se da esta abordagem, quais "ja-encontrados"
fazem parte e sdo necessarios para a compreensdo destes conceitos e quais
caracteristicas dos Trés Mundos da Matemética sdo evidenciadas a um aluno que
estuda por esse capitulo; e uma segunda, dedicada a analisar 0s exercicios
propostos nos livros, a fim de perceber que estratégias o aluno precisa desenvolver
ao resolver esta questdo e como estas estdo relacionadas aos Trés Mundos da
Matemética.

Para tal analise, foram propostas as questbes apresentadas no Quadro 1,

baseadas em Macéao (2014).

Quadro 1: Questdes propostas para a analise dos livros didaticos.

Questdes propostas para a andlise

do conceito

Questdes propostas para a andlise

dos exercicios

» Como é feita a introdugédo do conceito de
limite?

» Como é desenvolvido o conceito de limite
através dos exemplos apresentados?

* Quais “ja-encontrados” s&o necessarios e
utilizados para a compreensdo do conceito
de limite?

* Quais caracteristicas da Teoria dos Trés
Mundos da Matemética estdo evidenciadas
na abordagem do livro e que o aluno podera

desenvolver ao estudar por ele?

* Qual é o objetivo do exercicio?

* Quais “ja-encontrados” sdo necessarios e
utilizados para a resolucdo deste exercicio?
*As estratégias de resolugdo do exercicio
possibilitam o  desenvolvimento  das
caracteristicas de quais mundos da Teoria

dos Trés Mundos da Matematica?

Fonte: Baseadas em Magcé&o (2014, p 53-54).
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Além disso, é importante destacar quais bibliografias sdo analisadas nesse
trabalho. Levando em consideracdo o desenvolvimento do projeto de pesquisa
maior, em que este trabalho esta incluido, foram selecionadas trés bibliografias
bésicas, apresentadas no Quadro 2, que estdo presentes nas ementas das
disciplinas de Calculo | de cursos de graduacdo brasileiros, da area de Ciéncias
Exatas.

Quadro 2: Bibliografias analisadas no trabalho
Bibliografias analisadas

« ANTON, Howard; BIVENS, Irl; DAVIS, Stephen. Calculo.
Vol.1. 8. ed. Porto Alegre: Bookman, 2007.

* GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um Curso de Calculo. Vol.1.
5. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2010.

e LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. Vol
1. 3. ed. Sao Paulo: Harbra, 1994.

Fonte: dados da pesquisa.

Dessa forma, cré-se que este apanhado conseguira dar uma nocao geral de

como se desenvolve a aprendizagem do conceito de limite através do livro estudado.
ANALISE DAS BIBLIOGRAFIAS CONSULTADAS

Para analisar cada um dos livros, inicialmente sdo destacadas figuras,
retiradas dos respectivos volumes, que apresentam alguma caracteristica dos

Mundos da Matematica.

Andlise do livro de Guidorizzi (2010)
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Figura 2 — Introducédo do conceito de Limite no livro de Guidorizzi (2010)

3.1. INTRODUCAO

Neste capitulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do céleulo: os conceitos
de continuidade e de limite, . .

Intuitivamente, uma fingde contimea em um ponto p de sew dominio € uma fungio cujo
grifico ndio apresenta “salto” em p.

O grafico de f nfo apresenta “salto” em p: f € continua em p. Observe que & m:‘:dlda
que x s¢ aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores [fix) se aproximam
de f(p); e quanto mais préximo x estiver de p, mais proximao estard Fix) de fip). O mesmo
nio acontece com a fungo g em p: em p o grifico de g apresenta “salto”, g ndo € continua
emp.

Iga proxima secio, tornaremnos rigoroso o conceito de continuidade aqui introduzido de
forma intuitiva.

EXEMPLO 1. Consideremos as funcdes f e g dadas por

1 =1
flxi=xe g(x)={2§;>l

Limite ¢ Continuidude 55

¥
£
i —
D
1 X
Vemos, intuiti que fé continua em todo p de seu dominio. Por sua vez, g ndo ¢
continua em p = 1, mas é continua em todo p # 1. ™

[ntuitivamente, dizer que o limite de f(x), quando x tende a p, € igual a L. que, simboli-
camenle, se escreve

lim fix)=1L

T p

significa que quando x tende a p, f (x) tende a L.

Quando x tende a p, §(x) Quando x tende & . f ) tende
tende af(p1: lim fix)= fip) al: lim flx)=1
X p x—=p

Fonte: GUIDORIZZI, 2010, p. 54-55

Ao analisar a introducéo do conceito de limite, € possivel verificar que este ja
esta intrinsecamente ligado ao conceito de continuidade, que € desenvolvido no
desenrolar do capitulo, conforme a Figura 2. Percebe-se também que a introducao
do conceito de limite é feita de maneira intuitiva, relacionando a visualizacdo grafica

atraves da aproximacdo em torno do limite da funcao.
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Quantos aos ja-encontrados necessarios para o entendimento do conceito de
limite, estes sdo necessarios para a compreensdo do conceito de funcéo,
especialmente da sua notacdo. Ainda, o livro apresenta, na Figura 2, a nocédo de
continuidade da funcdo, que é, nesse processo, um “ja-encontrado” necessario para
compreender o conceito de limite. Entretanto, o livro aborda a continuidade da
funcdo de maneira mais clara apds o trabalho com as nocdes intuitivas de limite,
caracterizando este conceito como um “a-encontrar” em um momento a posteriori.

Sobre as caracteristicas dos Mundos da Matematica que um aluno que
estuda por esse livro pode desenvolver, destacam-se as ligadas aos Mundos
Conceitual Corporificado e Operacional Simbdélico, levando em conta que o autor
apresenta a construcao grafica das funcdes e especialmente, a nocdo do limite para
dois casos; e ainda, apresenta a notagdo do limite da funcdo f(x) como sendo
lim,_,, f(x) = L.

Os exemplos que sdo apresentados apds esse primeiro contato, antes da
resolucao dos exercicios, também apresentam caracteristicas que se relacionam aos
Mundo Conceitual Corporificado e Mundo Proceitual Simbdlico, ao trabalhar com
interpretacdes e analises graficas e efetuar as operagfes necessérias para o célculo
do limite. Nessa bibliografia, nenhum aspecto do Mundo Axiomatico Formal é
ressaltado.

Em se tratando dos exercicios, percebe-se que trés dos quatro exercicios
trabalham com o desenvolvimento do Mundo Proceitual Simbdlico, dos quais dois

sdo vistos na Figura 3.

Figura 3 — Exercicios 1 e 2, propostos no capitulo de introduc&o ao conceito de limite no
livro de Guidorizzi (2010)

1. Esboce o grifico da fungio dada e, wtilizando = idéia intuitiva de fungio continua, determing os
pontos em que a fungdo deverd ser continua.

a) fixy=2 By fis}=x+1
2 3

c) flxy=x" _JxTsox =]

D fx) {2scx>l

1
— se |xl

&) fix)= xzsexkl ﬂf{I)=12+2
2selzl=1

(=

- Utilizando a idéia intuitiva de limite, caleule

a) lim (x+2) i 2
¥ 31 b}.v[T:l (2x + 1)
ch im (3x + 1) i 2
Jom d]lrlT2u +1)
o
&) lim +x £ lim 22
=1 r—=1 x+
Yy Lim Y= —
g} lim w/x Ay lim (x4 x)
r—=2 il

Fonte: GUIDORIZZI, 2010, p. 59
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Percebe-se que objetivo do exercicio é calcular, através da nocao intuitiva, o
valor do limite de cada uma das fun¢des nos pontos indicados. Para sua resolugéo,
sd0 necessarios os “ja-encontrados” acerca do trato com as equacgdes e fatoragéo
polinomial, além do uso de fatoracdes nas funcdes para chegar ao resultado final.

Além disso, um aluno que resolve esta questdo desenvolve apenas Mundo
Proceitual Simbdlico, ao calcular os limites nos pontos indicados. Alids, apenas um
exercicio apresentado neste livro traz aspectos de desenvolvimento do Mundo
Conceitual Corporificado, sendo que todos os outros apenas trabalham no Mundo

Proceitual Simbodlico.

Andlise do livro de Anton; Bivens e Davis (2007)

Figura 4 — Introduc&o ao conceito de limite do livro de Anton; Bivens e Davis (2007)
B LIMITES

Agora que jd vimos como os limites aparecem em vdrias situagdes, vamos nos concentrar no
conceito de Timite.

O uso mais bisico de limites € desercver como uma fungio se comporta quando a va-
ridvel independente tende a um dade valor Por exemplo, examinemos ¢ comportamento da
Tungio ;

Jixi=x —x+1
quando x estd cada ver mais proximo de 2. Fica evidente, a partir do grifico ¢ da labela na
Figura 2.1.8, que os valores de f(x) ficam cada vez mais proximos de 3 4 medida que esco-
Thermos os valores de x cada vez mais proximos de 2, por qualquer um dos lados, esquerdo
ou direito. Deserevemos isso dizendo que o “limite de & - x4 1 ¢ 3 quando r tende a 2 por
qualquer um dos lades™, ¢ escrevemos:

lim (x* —x 4 1) =13 )
X2

fix)

D y=fi=r-x+1

fix)

X Lo L3 1.e 1.95 1,99 1,895 | 1,999 ] 2 | 2,001 | 2005 201 205 2,1 3.5 30
b ' t t T t t
STy | 1LO00000| 1, 750000/ 2.7 10000| ?.sizxm.z.u?u:urﬁ2%in:5%299?m\] E‘.fj’.J 3001 (3015025 (3,030 1001 .\.Hlil)ni 'L\Iil()ijﬂf-l.'."ﬁIJlJENJiT.IltIIlNl)
Lade esquardo Lack direito

Figura 218

Isso nos leva i idéia geral seguinte.

2.1.1 LIMITES (DE UM PONTO DE VISTA INFORMAL) 3¢ os valores de f(x) puderem ser
tornados (fio proximos quanto queiramos de £, desde que tomemos os valores de x sufi-
cientemente préximos de o (mas née izuais a ), entdo escreveremaos

J3 qus estamas exigindn que ¥ ssjs
difererie de o em (8}, o valor de [ em
o Ao tem relagho alguma com o li lim fix) =L (6]
mite L. lampouco se f estd ou nao xHa
definica em o. O limite descreve o que deve ser lido como “o limite de f(x) quando x tende aa € L”, ou = f(x) tende a L guan-

r‘:"‘”“mm'“ QoD do x tende a 7. A expressio (6) também pode ser eserita como
nacem .

Jxl =L quando x—=a {7

Fonte: ANTON; BIVENS; DAVIS,2007, p. 104

VIl CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA — ULBRA, Canoas, 2017



Assim como no primeiro livro analisado, o livro de Anton, Bivens e Davis
aborda a introducdo do conceito de limite por meio da resolucdo de um exemplo.
Entretanto, traz alguns elementos a mais, que nao foram vistos na abordagem do
livro de Guidorizzi.

A introducéo do conceito de limite € feita por meio do desenvolvimento de um
exemplo especifico, trazendo aspectos visuais (grafico e tabela) para a
exemplificacdo da aproximacéao do valor da funcéo no ponto escolhido.

Em se tratando dos ja-encontrados, assim como no livro anterior, €
necessaria a compreensdo do conceito de funcdo, especialmente da notacdo e
calculo do valor da funcdo em um determinado ponto. Também €é necessario que o
aluno consiga relacionar o comportamento da funcdo a partir da visualizacédo do seu
grafico e da tabela, sendo esperado, entédo, que seja capaz de compreender estas
duas maneiras diferentes de representar a fungao.

Entretanto, o aluno que estuda por este livro poder4d desenvolver
caracteristicas dos Mundos Conceitual Corporificado, Proceitual Simbdlico e ainda,
algumas caracteristicas iniciais do Mundo Axiomatico Formal, levando em
consideracdo que o livro apresenta a construcdo grafica e tabular da funcéo,

compreendendo que, quando o valor da funcdo se aproxima de x =2, o limite vai se
aproximando dey =3.; faz a transi¢édo da ideia do que é o limite, de uma linguagem

natural para a simbdlica, como visto no trecho “descrevemos isso dizendo que o

“limite de x2—x+1¢é 3 quando x tende a 2 por qualquer um dos lados™ e escrevemos
lim, ,(x2—x+1) =3" (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2007, p. 104); e ainda, embora néo

apresente nenhuma caracteristica com extremo rigor matematico para definir o
limite, o livro ja traz no primeiro texto uma tentativa de generalizacdo desta ideia,
como visto na Figura 4.

Em relacdo aos exercicios, os autores propdem 25 questdes, sendo que a
metade delas prioriza a construcéo gréfica da fungéo e a obtencado do limite através
desse grafico. Por exemplo, a Figura 5 traz os exercicios de numeros 2 e 3 para esta

analise.
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Figura 5 — Exercicios 2 e 3 do capitulo de introducado ao conceito de limite do livro de Anton;
Bivens e Davis (2007).

2. Para a fungdo ¢ cujo grifico estd na figura abaixo, obtenha:
(@ lim ¢(x) (b) lim ¢(x)
V4 2— 4t
(c) lim ¢(x) d) ¢(4)
x4

y= (j')( 0

= - § —

2 Figura Ix-2

3. Para o fungao f cujo griafico estd na figura abaixo, obtenha:
(@ lim f(x) (b) lim f(x)
X3 X3

() hm f(x) d) f(3)

A) ¥y =00

| ] ! | ¥ w;
N
: ! L 37 !

niwlalz]

Figura Ix-3

Fonte: ANTON; BIVENS; DAVIS, 2007, p. 111

Exercicios como este desenvolvem caracteristicas do Mundo Conceitual
Corporificado, ao objetivar a visualizacdo do valor do limite no grafico nos pontos
determinados. Ja os exercicios de 13 a 25 trabalham com o desenvolvimento de

caracteristicas dos mundos Conceitual Corporificado e Proceitual Simbdlico.

Andlise do livro de Leithold (1994)
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Figura 6 — Introducé&o do conceito de limite no livro de Leithold (1994)
2.1 OLMTEDE UMA Para iniciar nosso estudo de limites, vamos considerar uma dada fungio:
2xt px— 3
(x) = ==~

(1)

Observe que f{x) existe para todo x, exceto x = 1. Investigaremos os valores
da fungio quando x estd préximo de 1, porém excluindo o 1. A ilustragio se-
guinte mostra como a fungdo definida por (1) pode surgir e por que estariamos
interessados em considerar tais valores Tuncionais.

> ILUSTRAGAO 1 O ponto P(1, 2) est4 sobre a curva de equagiio
y=2x*+x—-1

Seja O(x, 2x* + x — 1) um outre ponto sobre essa curva, distinto de P, Veja
as Figuras 1 ¢ 2, cada uma mostrando parte do grafico da equagio e a reta se-

Qix 227+ x-1) cante passando pelos pontos P e , onde @ estd proximo de P. Na Figura 1,
FIGURA 1 a coordenada x de ¢ ¢ menor do que 1 e na Figura 2 ela ¢ maior do que 1.
Suponhamos que f{x} seja a inclinagdo da reta PQ. Entdo
PZxl+x—1)-2 Lo P x—3
Six) = — T =——
Qlx, 2xt4x-1)

que ¢ a [gualdade (1). Além disse, x = 1, pois P ¢ Q sd0 pontos distintos. A

medida que x fica cada vez mais proximo de 1, os valores de f{x) tornam-se

.2 cada vez mais proximos do valor que iremos definir na Secgao 3.1 como a incli-

’ nagdo da reta tangente & curva no ponta P, “

FIGURA 2 Para a fungéio f definida por (1), vamos atribuir a x os valores 0, 0,25, 0,50,

0,75, 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, & assim por diante. Estamos tomando valores

de x cada vez mais proximos de 1, porém menores do gue 1; em outras pala-

Tabela 1 vras, a varigvel x esta aproximando-se de 1 através de valores menores do que

* Fix) = W 4w -3 1. Isso estd ilustrado na Tabela 1. Por outro lado, vamos deixar que a varidvel

x-1 x aproxime-se de 1, através de valores maiores do que 1, isto €, vamos atribuir

a x os valores 2, 1,75, 1,5, 1,25, 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001, 1,00001, e assim por

diante. Os valores funcionais desses niimeros também sfo obtidos com uma cal-
culadora e aparecem na Tabela 2.

Observe, de ambas as tabelas, que 4 medida que x fica cada vez mais proxi-
mo de 1, f{x) torna-se cada vez mais préximo de 5 ¢ quanto mais proximo x
estiver de 1, mais proximo de 5 estard f(x). Por exemplo, na Tabela 1, quando
x = 0,9, f(x) = 4,8, isto &, quando x for 0,1 inferior a 1, f(x) serd 0,2 inferior
a 5. Quando x = 0,999, fix) = 4,998, isto &, quando x for 0,001 inferior a

2
o
bbb bbb

jisees

0,99999

21 0 Limite de uma Funglo 57

Tabela 2 1, fi(x) serd 0,002 inferior a 5. Mais ainda, quando x = 0,9999, f(x) = 0,49998,

L Xl4x -3 isto &, quando x for 0,0001 inferior a 1, f{x) serd 0,0002 inferior a 5.

x =1 A Tabela 2 mostra que quando x = 1,1, f(x) = 5,2, isto &, quando x for
0,1 superior a 1, f{x) serd 0,2 superior a 5. Quando x = 1,001, f(x) = 5,002,
isto &, quando x for 0,001 superior a 1, f(x) serd 0,002 superior a 5. Quando
x = 1,0001, f{x) = 5,0002, isto ¢, quando x for 0,0001 superior a 1, f(x) serd
0,0002 superior a 5.

Logo, vemos que quando x difere de 1 de + 0,001 (isto &, x = 0,999 ou

001 5,002 X = 1,001), f(x) difere de 5 de + 0,002, isto &, fix) = 4,998 ou f(x) = 5,002).

1,0001 5,0002 E quando x difere de 1 de + 0,0001, fi{x) difere de § de £+ 0,0002,

Agora, analisando a situagiio de outra maneira, consideraremos os valores
de f{x) primeiro, Vemos que podemos tornar os valores de fi{x) tio proximos
de 5 quanto desejarmos, tomando x suficientemente préximo de 1. Outra ma-
neira de dizer isto é que podemos tornar o valor absoluto da diferenga entre
f(x) e 5 tdo pequeno quanto desejarmos, tomando o valor absoluto da diferen-
¢a entre x e 1 suficientemente pequeno, Isto &, | fix) = 5| pode se tornar tio
pequeno quanto desejarmos, tomando | x — 1| suficientemente pequeno, Mas
tenha em mente que f(x) nunca assume o valor 5.

Uma maneira mais precisa de notar isso & através do uso de dois simbolos
para essas pequenas diferengas. Os simbolos comumente usados sdo as letras
gregas ¢ (epsilon) e & (delta). Assim, enunciamos que para todo nimero ¢ dado
positivo existe um nimere § escolhido apropriadamente, tal que se |x = 1]
a for menordoque e | x — 1] = 0(isto &, x # 1), entdo | f{x) — 5| serd menor

do que ¢ E importante observar que o tamanho de & depende do de e. Ainda
outra maneira de expressar isso é; dado um nimero e positivo qualguer, pode-
mos tornar | f{x) = 5| < etomando |x — 1| suficientemente pequeno, isto
€, existe um nimero § positivo suficientemente pequeno, tal que

se O<|v—1|<d entdo |fix)— 5| <e {2}
Observe que o numerador da fraglio em (1) pode ser fatorado de forma que
(2 + 3x — 1)
S =7
Sex # 1, podemos dividir o numerador ¢ o denominador por x — 1 para obter
flxl=2x+3  x#1 (3)

A formula (3), com a estipulagio de que x # 1, étdo adequada quanto (1) para
uma definigio de f(x). De (3) e das duas tabelas, note gue se |x — 1| < 0,1,
entdo | fix) = 5| < 0,2, Assim, dado ¢ = 0,2, tomamos & = 0,1 e afirmamos:

se 0 < fix)—=35 <02

x — 1| = 0,1 entio
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Essa & a afirmativa (2), come = 0,2 e & = 0,1,

Também, se |x — 1| < 0,001, entdo | f{x) - 5| < 0,002. Logo, se ¢ = 0,002,
tomamos & = 0,001 e afirmamos que

se 0<|x—1]<0,001 emtdo |fix)— 5| = 0,002

Essa ¢ a afirmativa (2), com ¢ = 0,002 e § = 0,001,
Da mesma forma, se ¢ = 0,0002, tomamos § = 0,0001 e afirmamos que
se 0<ix—1|=0,0000 entdo |f(x)— 5| < 0,0002

Essa ¢ a afirmativa (2), com ¢ = 0,0002 ¢ § = 0,0001.
Poderiamos prosseguir e atribuir a « qualguer valor positive, a fim de encon-
trar um valor adequado para &, de tal forma que se |x — 1| for menor do que

58 Limites & Cantinuidads
i Sex # 1(ou|x = 1| = 0), entdio | f{x) — 5| serd menor do que . Agora,
- come para todo e > 0 podemos encontrar um & > 0, tal quese0 < |x - 1| < &,
5_” = entdo | fix) = 5| < ¢, afirmamos que o limite de f{x) quando x tende a 1 é
fw) S o igual a § ou, em simbolos
b lim fx) = 5

=1

Observe que nessa equaciio temos wm novo uso do simbolo ““igual™. Aqui, fix)
nao assume o valor 5 para nenhum valor de x. O simbolo *‘igual™ é apropria-
do, pois 0 primeira membro estd escrito como lim f{x).

el

mos, tomando x suficientemente proximo de 1 e essa propriedade da fungdo

S nio depende do fato de f estar definida em x = 1. Esse fato permite-nos dis-

tinguir entre lim f{x) e o valor da fungdo 1, isto &, lim fix) = 5, mas f{1) ndo
Eel el

|
|
1
1
1
1
|
|
|
1
{ De (3) é evidente que fix) pode se tornar tdo proximo de § gquanto desejar-
1
1
1
]
-
1

+6 existe, Conseqgiientemente, na afirmativa (2), 0 < |x — 1], pois estamos inte-
| ressados somente nos valores de f(x) para x proximo de 1, mas ndo parax = 1.
FIGURA 2 Vamaos ver qual o significado geométrico disso tudo para a fungdo definida
em (1) ou {3). A Figura 3 ilustra o significado geométrico de ¢ e &. Observe que
se x (no eixo horizontal) estiver entre 1 — de 1 + &, entdo f(x) (no eixo verti-
cal) estard entre 5 = e 5 + ¢, 00

se D<|x— 1| =3 emtdo |fixi— 5 <e

Outra maneira de estabelecer isso ¢ gue f{x) (no eixo vertical) pode ser restri-
ta a ficar enire 5 — e e § + &, se restringirmos x (no eixo horizontal) a ficar
entre ] — Sel + &,

Mote que os valores de ¢ sdo escolhidos arbitrariamente e podem ser tio pe-
quenas quanto desejarmos, ¢ gue o valor dé § depende do e escolhide. Deve-
mos ressaltar gque quanto menor for o valor de e, menor serd o valor correspon-
dente de &.

Resumindo esse exemplo, afirmamos que lim f(x) = 3, pois para qualquer

x5l

e = 0, ndo importa o quao pequeno ele seja, existe um & > 0, tal que
se B|x—1|<d entio |fix)—5<e

Fonte: LEITHOLD, 1994, p. 56-58

A introducéo do conceito de limite é feita através do desenvolvimento de um
exemplo especifico, trazendo a obtencéo deste limite de forma intuitiva, priorizando
o trato com aspectos visuais (grafico e tabela), para a exemplificacdo da
aproximacéo do valor da fungdo no ponto escolhido, e também da insercdo das
letras gregas ¢ e § para denominar os infinitésimos.

O aluno que estuda por este livro podera desenvolver caracteristicas dos
Mundos Conceitual Corporificado, Proceitual Simbdlico e ainda, algumas
caracteristicas do Mundo Axiomatico Formal:

Mundo Conceitual Corporificado — ao apresentar a construgdo grafica e

tabular da funcdo, compreendendo que, quando o valor da fungcéo aproxima-se de
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x=1, o valor do limite vai se aproximando de y=5. Além disso, ja traz uma ideia

intuitiva de limites laterais, com a aproximacdo dos valores pela esquerda e pela
direita.

Mundo Proceitual Simbdlico — o trato com o Mundo Proceitual Simbdlico é
pautado especificamente na resolucdo das questfes e na insercdo da notacdo de
limite.

Mundo Axiomatico Formal — introduz o trabalho com os infinitésimos ¢ e §, as
discussbes acerca do modulo das funcdes e as distancias, que se pode perceber

como uma introducao a propria definicdo formal de limite.

O préximo passo do livro é apresentar a definicdo formal do conceito de limite,

como vemos na Figura 7.

Figura 7 — Definicdo formal do conceito de limite do livro de Leithold (1994)

2.1.1 DEFINICAD | Seja f uma funcio definida para todo nimero em algum Intervalo aberto con-
tendo @, exceto possivelmente no proprio nimero a. O limite de fx) gquando
x tende a a serd L, escrito como

lim fix) = L

aad
se a seguinte afirmativa for verdadeira:

Dado e > 0 gualguer, existe um & > 0, tal que

sel < |x - a| < Sentdo |filx) - L| < ¢ i4)

Fonte: LEITHOLD, 1994, p. 58

Nesse sentido, desenvolvem-se mais caracteristicas do Mundo Axiomatico
Formal, ao apresentar, logo no inicio, a definicdo formal do conceito. Além do que, o
desenvolvimento dos exemplos ja traz aspectos formais para sua resolucao. Por
exemplo, a Figura 8 mostra o primeiro exemplo resolvido trabalhado no livro.
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Figura 8 — Primeiro exemplo resolvido acerca do conceito de limite no livro de Leithold (1994)
FIGURA 5 .

EXEMPLO 1 Seja f a fungio definida por
w=flx) fix)=4x =7
e suponha que
lim fix)=3
x=3
Lee,g (a) Usando uma figura similar & Figura 3, para ¢ = 0,01, determine um § > 0,
tal gue
se D<|x—3<d& entdo [f(x)- 5| <0,01
(b) Usando as propriedades das desigualdades, determine & = 0, tal que a afir-
mativa na parte (a) seja verdadeira.

Solugdo

FIGURA B (a) Veja a Figura 7 e observe que os valores funcionais aumentam & medida
que x cresce. Assim, a figura indica que precisamos de um valor de x,, tal
que f(x,) = 4,99 e um valor de x;, tal que f(x;} = 5,01, isto €, precisamos
de x; € x; tais que

L—e

4x, — T =499 4x, — 7 = 5,01
11,9 _ 12,01
x1 - 4 r- 4
%, = 2,9975 x, = 3,0025
60 Limitas & Continuidade

Como 3 — 2,5975 = 0,0025 e 3,0025 — 3 = 0,0025, escolhemos 5 = 0,0025
de tal forma que que temos a afirmativa

se 0<|x—3|<0,0025 entdio |fix)— 5| < 0,01
(b Como f(x) = 4x - 7,
[£3) = 5 = ji4x - ) - 5]
= |dx — 12
= dx = 3|
Queremos determinar um & > 0, tal que
s¢ 0<|x=3|<§ entdo [fix)- 5 <001
w s D<|r—3<d entdo 4)x—3 <00
< se O<|x—3 <4 entdo |x— 3| <0,0025

Essa afirmativa indica que uma escolha adequada para & ¢ 0,0025. Entdo, te-
mos 0 SCguinte argumento:

0 < |x — 3] < 0,0025

= 4fx — 3| < 4(0,0025)
= [4x — 12| = 0,01
= |[4x—7)— 5| < 0,01
= |fx) = 3] = 0,01

Muostramos que
se 0<|x -3 <0,0025 entdo |f(x) - 5| < 0,01 {:

MNesse exemplo, qualquer mimero positivo menor do que 0,0025 pode ser usad
em lugar de 0,0025 como sendo o & requerido. Observe esse fato na Figura 7.
Além disso, se 0 < y < 0,0025 ¢ a afirmativa (5) for verdadeira, temos

se 0<|x—3 <y entdo [fix)— 5| <001

pois todo nimero x que satisfaga a desigualdade 0 < |x — 3| < y satisfard
também a desigualdade 0 < |x = 3| < 0,0025.

Fonte: LEITHOLD, 1994, p. 59-60

O exemplo da Figura 8 apresenta o trabalho com a noc¢éo de limite, a partir da
interpretacdo gréafica, trazendo aspectos referentes aos infinitésimos e o calculo de
valores de e § para o valor de limite estabelecido. E, por este exemplo, o aluno

conseguira desenvolver caracteristicas do Mundo Proceitual Simbdlico e do
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Axiomatico Formal, relacionando as construcbes com o0s valores de ced e
desenvolvendo aspectos mais formais do que a repeticdo do algoritmo do célculo de
limite.

Em relacdo aos exercicios, 0 autor propde 44 questdes, algumas das quais
sao analisadas nas paginas seguintes. Os exercicios de 1 a 22 trabalham da mesma
maneira que o Exemplo 1 apresentado na Figura 8. O objetivo desses € calcular o
valor de § para cada um dos limites propostos, além de ser necessario argumentar
sobre a descoberta deste valor. Um aluno que resolve esses exercicios pode
desenvolver caracteristicas do Mundo Proceitual Simbdlico e do Axiomatico Formal,
relacionando as construcdes com os valores de e § e desenvolvendo aspectos
mais formais do que a aplicacdo do algoritmo para o calculo do limite.

J& os exercicios de 23 a 44 priorizam a demonstracdo do valor do limite
através da demonstracdo formal. Os exercicios 43 e 44 também propdem a

2 se a for

demonstracdo para valores quaisquer, generalizando o lim,_,x* =a
qualguer nimero positivo ou negativo.

Nesse sentido, ao realizar essas tarefas, o aluno conseguira desenvolver
caracteristicas do Mundo Proceitual Simbdlico e Axiomatico Formal, ao se utilizar
das ferramentas mateméaticas com o objetivo de demonstrar o valor do limite através

da defini¢ao.

CONSIDERACOES SOBRE A ANALISE DOS LIVROS

Realizada a etapa da andlise inicial dos livros didéaticos, é relevante para esse
trabalho discutir alguns aspectos percebidos na introducdo do conceito de limite:
dois dos trés livros analisados priorizam, tanto na abordagem do conceito como dos
exercicios, o desenvolvimento de caracteristicas dos Mundos Proceitual Simbdlico e
Conceitual Corporificado.

Percebeu-se que, do total dos exercicios presentes no livio de Guidorizzi,
75% desses tinha por objetivo calcular o limite da funcéo no ponto dado, sendo que
apenas um dos exercicios trazia caracteristicas do Mundo Conceitual Corporificado.
Ja em se tratando do livro de Anton, Bivens e Davis, a porcentagem de questdes
que trabalha com o Mundo Proceitual Simbdlico cai para 52%, sendo que se destaca
um grande trabalho com as caracteristicas do Mundo Conceitual Corporificado
(92%).
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Ainda visualizou-se que, numa grande maioria dos exercicios analisados, ha a
intencdo de reproduzir mecanicamente o algoritmo de resolucdo de determinado
limite. Neste sentido, pergunta-se: qual serd a influéncia desta abordagem na
compreensdo dos conceitos pelos alunos? Serd que os alunos trazem
caracteristicas do Mundo Axiomatico Formal em sua apropriacdo do conceito ou
apenas trabalham com o Mundo Operacional Simbdlico, desenvolvendo a resolucao
de exercicios simples, pautados na mera reproducédo do modelo de resolucao?

Questdes como estas sdo pertinentes neste estudo, levando em consideragao
que se pretende compreender como as propostas apresentadas nos livros didaticos
influenciam na aprendizagem dos conceitos do Calculo Diferencial e Integral. Neste
sentido, um aprofundamento nessas discussdes pode contribuir para que a disciplina
de Célculo seja mais eficaz nos cursos superiores, gerando um melhor
aproveitamento por parte dos alunos e professores, possibilitando um ambiente
onde a aprendizagem é o principal foco.
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