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Minicurso

UMA PROPOSTA DE ENSINO SIGNIFICATIVO DE CALCULO DE
ANTIDERIVADAS E INTEGRAIS BASEADA EM SITUACOES-PROBLEMA

Pedro do Nascimento Nobrega?

Formacéo de Professores que Ensinam Matematica

Resumo: Neste minicurso propomos uma abordagem significativa das primitivas e integrais no
primeiro curso de Calculo baseada em situagGes-problema que generalizam temas trabalhados no
Ensino Médio. O exemplo paradigma é o célculo da &rea sob o gréfico de uma func¢éo continua, que
generaliza o célculo de &areas de figuras planas. Depois de discutir e resolver esta situacdo-problema,
proporemos aos participantes outras situagcfes-problemas, para que sejam resolvidas em grupos, pelo
mesmo procedimento do exemplo paradigma, indicando qual situacdo-problema do Ensino Médio elas
estao generalizando. Motivados pelas técnicas utilizadas, que s6 empregam nog¢des ja estudadas pelos
alunos no proprio curso de Calculo, na segunda parte do minicurso é feita uma apresenta¢do de uma
integral simples, suficiente para resolver as ““aplicagdes” usuais apresentadas nos textos. Segue-se
um breve relato historia do método empregado por J. Fourier para resolver a equacao do calor. A area
sob o gréfico de uma funcéo reaparecerd com forca nova, como instrumemento fundamental para a
criacdo de novas fungdes.. Como é sabido, o movimento de fundamentagdo do Célculo em bases
riogorosas, demandando a reformulacdo de conceitos, teve muitas raizes no trabalho de Fourier. A
Terceira, e Ultima, parte do curso inicia com uma discussdo coletiva de um texto, postado numa rede
social, a respeito da necessidade de tantas disciplinas sofisticadas e dificeis na grade curricular dos
futuros professores.

Palavras Chaves: Ensino significativo. Antiderivadas. Situa¢gfes-problema. Integral de Newton.

Justificativa

Normalmente, no primeiro curso de Calculo, apés estudar limites, continuidade
e derivacdo de funcbes de uma variavel real, o estudante comeca a aplicar os
conhecimentos recém adquiridos. Sao vistas algumas “aplicagbes”, em geral ao
estudo da variacdo de funcdes, esbocos de graficos e problemas simples de
otimizacdo. Segue-se o estudo de antiderivadas e integrais "~'de Riemann”, nesta
ordem. Este é o encaminhamento dado, por exemplo, por J. Stewart, no primeiro
volume de sua colegcéo de Calculo. Concordamos com o posicionamento do tema
‘antiderivadas’ na sequéncia de contetdos apresentada anteriormente. Inclusive, no
gue se refere as integrais, que elas aparecem associadas ao calculo de areas sob o
gréafico de funcdes continuas, apesar de ndo ser a Unica motivacao possivel. Inclusive
vamos seguir este mesmo caminho.

Porém sustentamos neste curso que a apresentacao usual das integrais néo €

motivada de modo significativo, e, principalmente, ja apresenta um modelo bastante
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sofisticado de integral, a integral de Riemann, que termina por obscurecer um papel
essencial da integragdo, que € o de criar novas funcgdes.

Além disso a abordagem “tradicional” se apoia em construcdes, sendo vagas,
pelo menos obscuras, com destaque para a exigéncia de que o limite das somas seja
independente da escolha de particbes pontilhadas, o que ndo € nem um pouco
intuitivo. Isto pode ser um sério obstaculo a aprendizagem significativa, um elemento
de afastamento que nao favorece um aprendizado, e que contribui bastante para a
retencdo dos alunos nos primeiros periodos; e mesmo para a evasao escolar.

Neste minicurso serd proposta uma contribuicdo intermediaria a préatica do
professor do primeiro curso de Calculo Integral, através da reintroducdo da Integral
de Newton. Para alcancar este objetivo, partiremos do conceito de primitivas,
motivado por situacbes-problema que tém a dupla caracteristica de serem
generalizacBes de situacdes-problema trabalhadas no Ensino Médio e de levarem, de
modo natural, a Integral.

Nos apoiaremos na Teoria de Cognicdo de David Ausubel (1982) cuja ideia
central € a de que o fator isolado mais importante influenciando a aprendizagem é
aquilo que o aprendiz ja sabe, isto é, ele propde que 0s conhecimentos prévios dos
alunos sejam amplamente valorizados. O conceito mais importante em sua teoria € o
de aprendizagem significativa. Segundo MOREIRA E MASINI (p.7):

aprendizagem significativa € um processo no qual uma nova informacéo se
relaciona com um aspecto relevante da estrutura de conhecimento do
individuo. (...) A aprendizagem significativa ocorre quando a nova informagéo
ancora-se em conceitos relevantes pré-existentes na estrutura cognitiva de
quem aprende. (MOREIRA,MASINI, 1982).

Outro pilar tedrico deste minicurso € Teoria dos Campos Conceituais definida
por Gérard Vergnaud (1983) como um conjunto de problemas e situacdes cujo
tratamento requer conceitos, procedimentos e representacdes de tipos diferentes mas
intimamente relacionados. Nesse enfoque, um novo conceito, ao ser construido,
passa a fazer sentido para o sujeito atraves das situacdes e dos problemas a resolver.
Esse conjunto de problemas e situagcbes requer conceitos, procedimentos e
representacdes de tipos diferentes, mas intimamente relacionados.

A proposta deste minicurso € apresentar uma teoria de integrais que se apoie
nas ideias dos tedricos citados, e tendo como meta principal a ressignificacdo do
conceito integral como uma ferramenta essencial para a constru¢do de novas

funcdes.
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A histéria das séries de Fourier € muito ilustrativa desse papel essencial das
antiderivadas e das integrais. Os coeficientes das séries de Fourier, que séo
indispensaveis para modelar situacées-problema mais complexas, como, por exemplo
a Teoria de Sinais em Telecomunicacdes, podem ser apresentadas aos alunos como
generaliza¢cbes de situacdes-problema estudadas no Ensino Médio.

Acreditamos que esta abordagem ajuda a diminuir a evasao e os indices de
abandono e reprovacdo no primeiro cursos de Calculo. Subsidiariamente os
participantes perceberao a necessidade de se valer das ferramentas mais poderosas
do Calculo, para prosseguir em seus estudos, iniciados no Ensino Médio, e sem

perder o foco na contextualizacdo dos problemas.

Desenvolvimento

O minicurso, tera carga horéria de 3 horas. As atividades serdo organizadas
da seguinte maneira:
1. Apresentacao da situacao problema do calculo de areas sob graficos de fungdes
continuas e ndo negativas em Intervalos. Lima (1985, p.iii) afirma que “As nogdes
de comprimento, area e volume estao entre as mais antigas da Matematica. Elas
figuram com destaque nos “Elementos” de Euclides e tém sido assunto obrigatério
nas escolas, ha séculos”. Concordamos com essa constatacdo que, além de tudo,
segue o fio da Historia.
2. Construcao do conceito de Primitiva, através da solucéo da seguinte
Situacdo- problema:
Calcular a area sob o grafico de uma funcdo continua utilizando somente as
ferramentas ja aprendidas no curso de Calculo. Nao é permitido empregar nenhum
conceito novo,tal como limite de somas.
Abordaremos a questdo através de um caso particular, observando que a técnica
usada se generaliza facilmente a qualquer fung¢ao continua, limitada sobre um interval
limitado :
Enunciado: Considere a funcéo f(x) = 3 x? + 1, restrita ao intervalo [0, +0). Calcular
a area abaixo do grafico de f, limitada pelasretasx = 1,x = 3ey = 0.

Calcular a area sob o grafico da funcao representada na figura abaixo.
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Na solucao deste problema utilizaremos resultados estudado no Ensino Basico
bem como generalizaremos o célculo de areas de figuras estudado no Ensino Médio.
A primeira parte da solucdo do problema sera desenvolvidada em conjunto com os
participantes. A segunda parte ficarA a cargo dos participantes exclusivamente.
Inicialmente introduziremos uma funcdo A(x), no interval [0, «), cujo valor em cada
ponto x >0 ¢é igual a area da regido "varrida” por um segmento vertical (de
comprimento variavel) com extremidades apoiadas no eixo das abcissas no gréafico de
f(x) = 3x% +, quando este se move desde a origem até o ponto de abscissa x.

Introduzimos a fungéo area A, definida em [0, + ) por A(x)=area do conjunto

{ty) |0 <t <=x, 05y <f(v)}.
O nome técnico deste tipo de conjunto é conjunto ordinal, determinado pela funcao A

sobre o intervalo [a, x].

OBS: A exigéncia de a funcdo ser ndo negativa, ndo é essencial. Ela foi introduzida
somente para simplificacdo dos racioinios, e de estarmos considerando &reas; em
casos mais gerais, usa-se a nocao de area com sinal, e a exigéncia feita pode ser
deixada de lado. Nao vamos nos aprofundar nesses detalhes no minicurso.

Retornemos ao problema em questao:
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Figura 1 :A funcio area associada a f(x) = 3x2 +1
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A area que queremos calcular é dada pelo numero A(3) — A(1). Infelizmente
ndo conhecemos a expressao de A(x). Mas podemos calcular a sua taxa de variacao.
De fato, seja x, € (0,+ o) um numero real arbitrario, porém fixado, e
consideremos um numero h > 0, também arbitrario

Figura 2: Estimativas para o valor da funcéo-area
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Acompanhando pela figura 2, observando que h é o comprimento das bases dos
retdngulos ABCD e ABEF, vemos que as respectivas areas R;:(ABCD) e
R,: (ABEF) satisfazem

R, < A(xo + h) — A(xy) <R,
isto é:
(3x02 +1).h <A(xg+h) —A(xy) < [3(xg+h)2+1].h;
e entéo, dividindo por h >0:
(Bxo2 + 1) < [A(xy + h) — A (x5)]/h < [3(xy + h)? + 1].
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Tomando os limites laterais pela direita, quando h — 0, e levando em conta a
continuidade da funcdo f(x) = 3x? + 1 no ponto x,, podemos garantir que
lim 3(xo + h)? + 1= lim 3(xg)? + 1= 3x,%+1.
h-o*t h-ot

De acordo com o teorema da compressao,
A(xg + h) — A(xp)
1im
h—07t h

- 3x02 + 1.

Este ultimo limite nos "“conta” que a derivada lateral a direita de A(x), no ponto
Xo, € igual ao valor da fungcé@o f no ponto x,. Para garantir que a derivada existe,
precisamos garantir que a derivada lateral a esquerda de A em x, existe e tem o
mesmo valor.

Esta é a nossa primeira tarefa no minicurso.
Vamos a ela!

(Resolvemos aqui, coletivamente, a primeira tarefa)

3. Proposicgéao, aos participantes, de outra situacao- problema

(de natureza distinta da situacdo anterior, mas também levando aos conceitos de
Primitiva e Integral de Newton).

Calcular o trabalho contra a forca de atracéo gravitacional, para deslocar uma massa
m' inicialmente a uma distancia r;, de uma outra massa m > m,, até uma posicao
r, > r; hamesma ‘linha de acao da for¢a de atragdo” entre m e m,, a ser resolvida
somente com conhecimentos do Ensino Basico e do Célculo Diferencial, ja estudados

NO CUurso.

m m’ m’

1

Tz

Esta tarefa também sera resolvida no “"quadro-negro” com a participagao de todos.

4. Leitura, em pequenos grupos, de dois textos. O primeiro € um resumo do que é a
Integral de Newton, inclindo a solugédo de uma outra situagéo-problema relativa ao
calculo de areas sob gréaficos de curvas fechadas parametrizadas. O outro, intitulado
Uma breve historia das séries de Fourier , ilustra o papel essencial da integracdo no

processo de construir fungdes nao triviais.
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5.Debate geral ,com elaboracéo de relatorio, sobre o texto abaixo:

Carta aos PROFESSORES DE MATEMATICA: “Ol4, eu gostaria de questionar
um assunto que imagino que ja deve ter passado pela cabeca de alguns universitarios
e futuros professores de Mateméatica como eu, assim pec¢o a opinido de vocés. Bem...
Passamos no vestibular, realizamos o sonho de cursar Licenciatura Plena em
Matematica. Se o objetivo do curso é nos formar para sermos PROFESSORES,
ensinar nossos futuros alunos, entdo por que aprendemos Limites, Derivadas,
Integrais, Equacdes Diferenciais, Analise Real e outros conteddos que nunca vamos
passar para os estudantes de Ensino Fundamental e Médio? (. . .)”

No debate, serdo apresentadas, dentre outras, as questdes: O grupo concorda
integralmente com teor do texto? Discorda em parte? Por que? Agora, falando de
Matemética: Onde foi parar o Teorema Fundamental do Calculo? A integral de
Newton é tdo eficaz quanto a de Riemann? Quais sdo as vantagens e desvantagens
de uma com relacdo a outra? Defendemos que a Integral de Newton é tao eficiente
guanto a de Riemann, num primeiro estudo de integrais. Posteriormente, novos
problemas vao requerer teorias de integrais mais elaboradas.

ApOs esta etapa, abordaremos a seguinte discussao: “O conceito de funcao
esta no cerne das transicdes epistemoldgicas (mudancas revolucionarias de
paradigmas) do Ensino Fundamental para o Ensino Médio; e deste para o Ensino
Superior, o processo de construir funcées é nuclear no ensino de matematica em

qualquer nivel”? Por que?

Consideracfes Finais

Acreditamos que a abordagem proposta facilita a compreensédo do Calculo
Integral em sua func&o principal, qual seja, vamos repetir, como ferramenta para
inventar funcdes. Os alunos das graduagfes quando indagados “para que serve
estudar integrais?”, logo as associam ao calculo de areas, volumes, centros de
gravidade, e outras questbes arquimedianas” de natureza geométrica por
“‘exceléncia”. Nao € uma resposta incorreta, mas talvez incompleta. Assim como as
primitivas e seu uso no calculo de areas foram fundamentais para as constru¢des dos
coeficientes das fungbes definidas por séries de Fourier, elas sdo igualmente
imprescindiveis para a obtencao de fungdes que “surgem” nas solugdes de diversas
situacdes-problema bem mais complexas, apresentadas pelas Ciéncias Fisicas e pela

Tecnologia. Concluindo, convém acentuar a necessidade de uma articulacdo suave
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entre os conteudos trabalhados no Ensino Médio e os do Ensino Superior. O primeiro
curso de Calculo, com destaque para a apresentacdo das primitivas e integrais €

“pedra angular” no processo.

Materiais:

- projetor

- quadro branco e marcadores azul e vermelho

- 10 folhas A4 para cada participante
Publico Alvo: Professores de Calculo | e alunos de graduacdo em cuja grade
curricular figura Calculo |

Vagas: 20.
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