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Resumo: Neste minicurso serdo explorados recursos do GeoGebra 3D e serdo discutidas possiveis
contribuigcdes do software nos processos de ensino e aprendizagem em Geometria Espacial. Enquanto
professores, percebemos frequentemente que nossos alunos parecem \viver um conflito ao se
confrontarem com as representacdes planas existentes nos liwvos didaticos wltados ao ensino de
Geometria Espacial. Pensando nisso, pretende-se explorar objetos tridimensionais através da
manipulacdo na tela do computador. Primeiramente serdo apresentados alguns menus do software,
acompanhados de possibilidades para seu uso nas aulas de Geometria Espacial. Em seguida, vamos
explorar situacdes espaciais que sdo fonte de dificuldades quando tratadas através de um suporte
estatico como o livvo impresso.

Palavras Chaves: Geometria Espacial. Representacdo. Visualizacdo. GeoGebra 3D. Pensamento
Geométrico Espacial.

Introducéao

O cenario da Educacdo Matemética vem sinalizando, nas Ultimas décadas, um
crescente interesse pelos processos de ensino e aprendizagem em Geometria. Este
interesse pode estar relacionado a disponibilidade de novos softwares de geometria
dindmica que, aliados aos materiais manipulaveis, oferecem ambientes de
aprendizagem mais interessantes, nos quais os alunos podem fazer experimentos e
testar hipbteses.

A Geometria Espacial, por sua vez, tem papel fundamental no desenvolvimento
de conceitos geométricos que concorrem para o desenvolvimento cognitivo dos
alunos. Contudo, observamos a dificuldade de nossos alunos para realizar atividades
que necessitam a mobilizagdo de habilidades espaciais e que exigem a
construcdo/compreensao de representacdes de objetos geométricos tridimensionais.

Desta forma, este minicurso apresenta atividades de uma proposta didatica
construida para o ensino de Geometria Espacial no Ensino Médio. Nesta proposta foi
utiizado o software de geometria dinamica GeoGebra, principalmente no que diz
respeito a sua janela de visualizacdo 3D, como ferramenta para o desenvolvimento

de habilidades espaciais.
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De forma mais especifica, se pretende explorar as representacdes de situacdes
geométricas espaciais feitas no GeoGebra, procurando usar o potencial dinamico do
software na superacdo de dificuldades percebidas quanto a compreensdo de
representaces planas e estaticas de objetos 3D.

Objetivos gerais do minicurso:

e criar e explorar representagbes de situagcbes geométricas espaciais no
GeoGebra 3D;

e discutir e analisar as contribuicbes da representacdo 3D, fornecida pela
software, na compreensao significativa de situacbes geométricas tridimensionais.

As atividades utilizadas neste minicurso fazem parte de dissertacao,
apresentada ao Programa de P0s-Graduagdo em Ensino de Matemética do Instituto
de Matematica e Estatistica da UFRGS. A sequéncia completa, que € um dos produtos
finais da dissertacdo, esta disponivel no portal Lume através do endereco

<http:/hdl.handle.net/10183/148179>. Além da sequéncia, temos como produtos

deste estudo, um manual com orientacdes basicas quanto ao uso das ferramentas do
software, os procedimentos de construcdo das atividades propostas no GeoGebra e,

também, um GeoGebraBook disponivel em <http://mww.geogebra.org/b/SVYHERCc7 >.

A Geometria Dinamica e as Representagdes

Como ja mencionado, uma das dificuldades que mais percebemos no ensino
da Geometria Espacial &€ a capacidade de construir uma imagem mental tridimensional
a partir de uma imagem bidimensional impressa e estatica, como a do livro didatico.
E dificil que um aluno construa essa representacio sem que possa observar o objeto
sob diferentes angulos, e, dessa forma, o uso de softwares de geometria dinamica
aparece como uma ferramenta com grande potencial.

Além disso, ambientes de geometria dindmica permitem ao aluno maior
autonomia para fazer construcdes e exercer a tomada de decisdo na escolha de
ferramentas que possibilitam os resultados desejados. Trata-se da experimentacao,
exploracdo e analise das propriedades que constituem um objeto geométrico, que
estimulam a visualizacdo de novas relagdes entre conceitos e favorecem a formulagcéo
de conjecturas.

Segundo Gravina (2015), a manipulacéo de figuras dinamicas, oferecida pelo

GeoGebra, introduz um novo tratamento para o registro desenho, expressdo do
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componente figural, pois o conjunto de “desenhos em movimento” substitui o desenho
particular e estatico (que ndo pode ser movido ou alterado), descaracterizando
peculiaridades ndo relevantes e que provocam a formacdo de imagens mentais
inadequadas. Esta mesma reflexdo pode ser aplicada a manipulacdo de objetos 3D
dindmicos; na Janela de Visualizacdo 3D, pode-se rotacionar a construcdo realizada
e assim obter visualizagdes sob todos pontos de vista do objeto, gerando sequenciais
“solidos em movimento” que enriquecem a imagem mental.

Segundo Fischbein (1993 apud Gravina, 2015), os objetos geométricos se
constituem de duas componentes essenciais: a conceitual e a figural e a correlacao
entre estas duas € indispensavel. A componente conceitual representa as
propriedades que caracterizam um objeto através de linguagem natural escrita,
simbdlica ou falada, com maior ou menor grau de formalismo. J& a componente figural
€ a imagem ou representacdo mental associada ao conceito (visualizacdo), expressa
através de um desenho, ou seja, € de natureza visual. Segundo Gravina (2015), a
adequada simbiose entre estas duas componentes determina a no¢ao correta sobre
0 objeto geométrico, 0 que nao é trivial.

Pode-se dizer que o desequilibrio entre as duas componentes, causado pela
dificuldade em manipular componentes figurais e conceituais, provocam
interpretacées equivocadas ou inconsistentes por parte do aluno. Por exemplo,
guando tratamos da altura de um prisma, ha uma predisposi¢caodo aluno em identifica-
la como sendo um segmento interior ao prisma, unindo 0s centros de suas bases, 0
gue ndo acontece em prismas obliquos, como ilustra a Figura 1. Isso indica que o
aluno ainda ndo consegue relacionar a componente conceitual (propriedades do

objeto/conceito) e a componente figural (representacéo visual).

Figura 1- Imagem mental associada a altura de um prisma

Imagem comumente Imagem equivocadamente Imagem que ilustra
utilizada nos livros associada a altura do prisma  adequadamente a altura do prisma

Fonte: Elaborada pela autora.

Outra caracteristica que define a Geometria Dinamica é que as construcdes

feitas via software sdo feitas por meio das propriedades que as definem. Isto € um
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ganho do ponto de vista cognitivo, pois para construir um prisma regular reto, por
exemplo, se exige que o aluno conhega as propriedades deste solido: bases regulares
paralelas e arestas laterais com 0 mesmo comprimento e perpendiculares ao plano
das bases. Além disso, exige que o aluno mobilize esse conhecimento na escolha das
ferramentas para essa construcao.

O software GeoGebra é um software ja significativamente conhecido e utilizado
em Educacdo Matematica. Contudo, € apenas na versdo 5.0 que passa a incluir
funcionalidades 3D. Talvez a particularidade mais importante desta verséo € que ela
possibilita a conexdo de diferentes representacdes de objetos geométricos
tridimensionais, como por exemplo, a sua exibicdo geométrica plana (planificagéo ou
planos de corte), espacial e a sua descri¢ao algébrica.

Quando tratamos das representacdes matematicas e sua importancia na
aprendizagem de conceitos matematicos, uma das principais referéncias de pesquisa
sdo os estudos de Duval (2003-2011). O autor destaca que a compreensdo de
conceitos e propriedades matematicas exige a mobilizacdo de diferentes registros de
representacdo. Nos diz ele: “E a articulagdo dos registros que constitui uma condigdo
de acesso a compreensao em matematica...”. (DUVAL, 2003, p. 22).

Este ambiente permite que o aluno observe um solido sob variados pontos de
vista, diferentemente daquilo que se tem nos livros escolares. O aluno pode interagir
com o objeto matematico e assim formar imagens mentais mais ricas e significativas.
Ao manipular um objeto 3D via software, determinada representacdo aparece como
uma das posicbes possiveis que 0 objeto pode assumir, e isto da significado e
movimento as imagens mentais que sao criadas pelo aluno.

Ainterface do GeoGebra 3D é constituida de duas janelas principais. A primeira
janela, em 2D, é similar as versdes anteriores do software, na qual aparecem os
campos “Entrada”, “Janela de Algebra” e “Janela de Visualizacdo”. A outra janela
representa 0 ambiente tridimensional e traz uma nova gama de ferramentas
adequadas as construcées no plano XYZ, ilustradas na Figura 2. Quando exibimos as
duas janelas, 2D e 3D, existem elementos que se relacionam por meio do plano XOY,

comum as duas janelas, conforme exibe a Figura 3.
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Figura 2 — Barra de Ferramentas do Menu 3D
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Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3 — Interface do Software
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Entrada: £l
Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura 4, temos a area de trabalho 3D do software, na qual podemos
observar a representacédo figural (desenho) de um cubo com vértices nos pontos A, B,
C,D,E, F, G, e H, formado pelos segmentos (arestas) AB, AD, AE, BC, BF, CD, CG,
DH, EF, EH, FG e GH, e com seis faces definidas pelos elementos ja citados. Todos
estes elementos ou unidades figurais, podem ser observados na Janela de Algebra, a
esquerda.

Este cubo é intersectado por um plano “c”, que também tem sua descrigdo
algébrica na Janela de Algebra; sua representacdo figural, ao centro; e, a
representacdo bidimensional da seccdo dada por este plano de corte, obtida através
da ferramenta “Criar vista 2D”, ao lado direito. Como vemos, a diversidade de

representacées € muito rica e o didlogo entre as mesmas é simultaneo.
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Figura 4 — Area de Trabalho Janela 3D
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Fonte: Elaborada pela autora.

Assim, esse exemplo mostra que o software permite explorar e visualizar uma
infinidade de situacdes espaciais, que sao fonte de dificuldades quando tratadas em
um suporte estatico como o livro impresso. Por exemplo, através de rotacdes
espaciais, pode-se explorar situacdes virtuais que acionam habilidades de
visualizacdo muito similares aquelas decorrentes da manipulacdo de objetos 3D no

espaco real.

Objetos geométricos espaciais no GeoGebra 3D

A seguir, descrevemos algumas das situacdes sugeridas para exploracdo de

objetos 3D via software.

Atividade 1: Familiarizagcao

Construa um cubo na janela 3D do GeoGebra e nomeie os vértices do cubo de

acordo com a figura. Rotacione o sélido e, utilizando as movimenta¢cdes necessérias,

siga as orientacdes abaixo: H
a) Pinte de verde as arestas paralelas a aresta CD. : °
b) Que faces contém o vértice B? Pinte-as de azul. ' L
c) Construa em laranja uma reta perpendicular a face ADEH :
passando pelo centro desta face. ,.:Q e
d) Marque em vermelho, se houver, a intersec¢do entre ‘ A.""' /
BCFG e CDGH. T
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e) Construa em amarelo uma reta paralela ao plano EFGH e que ndo contém

nenhuma aresta do cubo.

Atividade 2: Cortando o cubo

1. Que seccado é obtida quando cortamos um cubo pelo plano determinado pelos
pontos indicados abaixo? Construa cada situacdo no GeoGebra 3D, movimente a
construcdo e identifique a seccao plana obtida em cada situacdo. Séo elas:

a) pontos médios dos segmentos AD, EH e FG.

b) vértices D, F e H.

c) vértice D e pelos pontos médios dos segmentos EF e FG.

d) pontos médios dos segmentos EF, FG e BF.

e) pontos médios de EH, GH e AB.

f) pontos médios das arestas AE e CG e pelo vértice B.

2. Construa um ponto | na aresta EF; construa o plano determinado pelos pontos A,
D e I. Construa a intersecc¢éo deste plano com o cubo. Observe e descreva a seccao
formada, movimentando o ponto |I.

Exercicio: Calcule a area da secc¢ao dada pelo plano criado, quando | € o ponto medio

da aresta EF. Considere que o segmento EF mede 2cm.

3. Construa um plano de corte com movimento que produza a seguinte sequéncia de

secc¢Oes planas no cubo.

H H H
o . 2
G _, G R G %
e A
*3 > 3 % Py
F E
r
c /< /.C
A E/ & o A
. IB °

- Como vocé realizou esta construgao?

Questdes para debate:

- Como séo as formas das secc¢des?
- Como é a variagdo da &rea da secao, conforme a secc¢do se afasta do vértice F do
cubo?

- Qual a seccdo de maior area e quando ela acontece?
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- Construa o gréfico que representa a variacdo da area das seccdes. Apos,

compare o grafico com as suas respostas anteriores.

Exercicio:

Sabendo que a aresta do cubo é 1 cm:

a) calcule a area do hexadgono regular formado pelos pontos médios das arestas,
conforme mostra a 42 figura.

b) calcule a &rea da secc¢éo que corresponde ao maior triangulo equilatero formado.

Atividade 3: Solidos de Revolucéao

1. Que sdlido é gerado pela rotacdo das figuras abaixo em torno de um dos eixos
coordenados? (Construa cada situacao no plano XOZ ou XOY do GeoGebra 3D e
movimente-a. Vocé pode utilizar os eixos X, y € z como eixos de rotacdo ou, ainda,
criar novos eixos.).

B C

B
a) A lc b) P

2. A partir de figuras planas crie os solidos de revolucdo abaixo no GeoGebra 3D:

c) | d)

Exercicio:

K
3
n e
il
&
.
»

Usando revolucéo de figuras planas no espaco, construa um cilindro e, nele, um cone
inscrito. Sabendo que o retangulo que origina o cilindro tem dimensdes 3 e 4 cm.,

calcule a geratriz e a area lateral do cone inscrito.
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Atividade 4: Inscricdo de sélidos

- Construa uma esfera inscrita em um cilindro

- Em seguida, construa um plano moével paralelo a base do cilindro, conforme ilustra a
figura abaixo.

e ——
O

-i
.
\ - ?__ A- g R

- Interseccione o plano com a esfera e pinte o circulo de interseccédo de vermelho.

- Movimente o plano e analise a variacdo da area do circulo de interseccao. Descreva

esta variacao.

Exercicio:

Considerando que o cilindro tem raio 2cm:

4) Qual sera a area do circulo maximo?

5) Qual a area do circulo quando a distancia entre a base do cilindro e o plano de corte

€ 1? Dica: Construa o triangulo retangulo que tem hipotenusa igual ao raio da esfera.

Consideracdes finais

Assim como nestas atividades, sdo muitas as tentativas de promovermos um
ensino significativo em Geometria. Sao muitos os trabalhos desenvolvidos nesse
sentido e entendemos que estes precisam estar ao alcance dos professores que
atuam nas salas de aula.

Esperamos neste minicurso, além de incentivar os profissionais do ensino
quanto a utilizacdo de tecnologias, gerar discussoes, estimular a troca de informacdes
e de experiéncias promovendo o enriquecimento de nossas praticas em sala de aula.
Também, pretende-se que o minicurso tenha contribuicbes importantes para a
discussdo de conceitos da Geometria Espacial, apresentando uma abordagem

diferente do que se costuma ver no contexto escolar, dando maior autonomia para o
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aluno na exploracdo de situagcbes dinamicas que podem contribuir no

desenvolvimento de suas imagens mentais.
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