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Resumo: Por meio deste minicurso, propde-se explorar, recorrendo-se & uma adaptacgao da estratégia
do Team-Based Learning e a utilizacdo do software GeoGebra, as transformagdes geométricas em R?
a partir de diferentes quadros, conforme a concepg¢éo de Douady, sob distintos pontos de vista, segundo
Rogalski, contemplando a mobilizagdo de variados registros de representacdo semiédtica, na acepcao
de Duval. Serdo trabalhadas atividades retomando conceitos relativos a retas no plano, dependéncia e
independéncia linear, combinacéo linear, geradores de um subespago, base, transformacéo linear e
matriz candnica de uma transformacédo linear e, posteriormente, situacdes que, além de envolverem
nocdes da Algebra Linear, estdo relacionadas a topicos constituintes do curriculo da Educacédo Basica.
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Introducao

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL, 1998) salientam a
importancia das transformacBes geométricas estarem presentes no estudo da
Geometria, nos Ensinos Fundamental e Médio. Especialmente as isometrias e as
homotetias permitem uma abordagem mais geral as nocdes de congruéncia e
semelhanca e fornecem novos métodos para resolver uma classe de problemas
geometricos. A recentemente aprovada Base Nacional Curricular Comum (BNCC)
(BRASIL, 2016b) também traz as transformagdes geométricas como conteudos a
serem trabalhados especialmente no 7° e no 8° anos do Ensino Fundamental.

Em razdo da recentemente aprovada Reforma do Ensino Médio, a BNCC para
esse nivel educacional ainda ndo foi finalizada, mas em versdes preliminares

anteriormente  disponibilizadas, tal documento também contemplava as
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transformacdes geométricas, com a observacdo de que poderiam ser atreladas ao
trabalho com vetores (BRASIL, 2016a).

Estando a abordagem das transformacdes geomeétricas presentes nos
documentos oficiais relativos a Educacéo Basica, espera-se que esse topico seja alvo
de reflexdo também nos cursos de licenciatura em Matemética que formardo docentes
para atuarem nos ensinos fundamental e médio. Uma das disciplinas presentes nas
licenciaturas na qual as transformacées séo abordadas é a Algebra Linear.

A respeito da organizagdo desta disciplina em cursos de licenciatura em
Matematica, Prado (2016, p. 226) salienta que “algumas das nog¢des, que sao
ensinadas na Educacéo Basica e podem ser exploradas em Algebra Linear, s&o:
conjuntos numeéricos, matriz, sistemas de equacdes lineares, funcdo, vetores e
transformacdes no plano e no espacgo”. Em relagdo especificamente ao estudo da
nocédo de transformacdo, o autor destaca que sua relevancia “repousa sobre as
possibilidades de se estabelecer relacdes [...] com noc¢des da Educacdo Basica”
(PRADO, 2016, p. 222).

Transformagdes como reflexdo axial, reflexdo pontual, rotagcdo, projecdo
ortogonal, isometrias e homotetias, estudadas junto com suas matrizes e
propriedades geométricas, formam conhecimento essencial do professor no
ensino da geometria em nivel basico. O professor ndo ir4 ensinar Algebra
Linear na escola basica, mas para que as recomendacdes curriculares sobre
este tema ndo se restrinjam a atividades ladicas sem interpretagfes, ele
dever4d saber os elementos que devem ser destacados nessas

transformacgbes e as razfes para tal estudo (SBEM, 2013 apud PRADO,
2016, p. 86).

Em consonancia a essa ideia, buscamos neste minicurso, considerando
professores da educacédo basica e licenciandos em Matematica como seus principais
publicos-alvo, relacionar a abordagem de transformac¢des do plano usualmente
apresentada nas disciplinas de Algebra Linear com aquela que o professor dos
ensinos fundamental e médio devera desenvolver, em diferentes momentos, junto a
seus alunos.

Propomos uma abordagem das transformacgdes geométricas em R? a partir de
diferentes quadros (Geometria, Geometria Analitica e Algebra Linear), conforme a
concepcao de Douady (1986), sob o que Rogalski (2001) denomina de diversos
pontos de vista, como o do desenho geométrico, o funcional e o de coordenadas de
pontos. Atrelados a tais quadros e pontos de vista, estardo também a mobilizacéo de
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diferentes registros de representacdo semiotica, na acep¢ao de Duval (1993), como o
geomeétrico, o gréafico, o algébrico e o matricial.

Considerando as recomendacdes presentes em SBEM (2013, p. 29) de que as
transformacdes devem ser exploradas por meio “do uso de elementos da tecnologia
digital”, optamos por utilizar, para a resolugdo de algumas das atividades propostas,
o software GeoGebra que, como pontuam Cuéllar e Salazar (2017, p. 70) é simples e
facil de utilizar, permitindo o desenvolvimento de uma série de atividades por meio de
suas ferramentas e recursos e a observacao de propriedades e resultados por meio
de observacdes diretas. Além disso, o referido software nos permite explorar aspectos
relativos as representacdes de objetos matematicos em diferentes registros. A partir
de suas janelas de Algebra e de Visualizacdo, o usuério pode trabalhar em um
determinado registro, realizando modificacdes na representacdo do objeto e
analisando as consequéncias das mesmas para a sua representacdo em outro
registro.

A realizacao do minicurso, do ponto de vista metodoldgico, seguira, de maneira
adaptada, os preceitos de uma das modalidades de aprendizagem colaborativa, a
Aprendizagem Baseada em Equipes ou Team-Based Learnig (TBL) como a mesma é
mais conhecida no meio educacional.

A seguir, apresentamos consideracdes a respeito do referencial teérico que

fundamenta essa proposta e sobre o TBL.

Quadros, Pontos de Vista e Registros

Segundo Almouloud (2014, p. 64), Douady (1993, p. 389) define um quadro
“‘como sendo constituido de ferramentas de uma parte da matematica, de relagdes
entre 0s objetos, de formulacdes eventualmente diferentes e de imagens mentais
associadas a essas ferramentas e relagbes”. O autor destaca que a no¢céo de Quadros
e a dialética ferramenta-objeto foram propostas por Douady que teve sua inspiracdo
guando reparou como 0s matematicos resolvem os problemas desta area. Estes,
quando estdo diante de um problema e n&do encontram uma solugcéao utilizando
ferramentas de um determinado dominio (quadro) que, de acordo com Maranh&o
(1999) é um ramo de conhecimento matematico, por exemplo, Geometria, Geometria
Analitica, Algebra Linear, etc. podem tentar soluciona-lo recorrendo a outro.

Consequentemente, realizar uma mudanca de quadro, segundo Douady (1986

apud Almouloud, 2014, p. 65) é uma maneira de obtermos “formulac¢des diferentes
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para um problema que, sem serem necessariamente equivalentes, permitem ter uma
nova visao para as dificuldades encontradas, disponibilizando ferramentas e técnicas
gue néo transparecem em uma primeira formulagao”.

Rogalski (2001, p. 15 — tradugcao nossa) a partir das ideias de Duval (1993)
afirma que registros “sdao os modos de representacdo de objetos matematicos,
acompanhados de regras de tratamento, que permitem estudar problemas”. A ideia
fundamental, para os autores, é que o “trabalho entre diversos registros de
representacéo é essencial para a compreensao de um objeto matematico”.

Em relacdo aos pontos de vista, Almouloud (2014, p. 81) ressalta que os
mesmos estdo relacionados a maneiras de definir ou caracterizar um determinado
objeto matematico e/ou suas propriedades. “Pontos de vista diferentes, para um objeto
matematico, sdo maneiras diferentes de olha-lo, de fazé-lo funcionar e,
eventualmente, de defini-lo”. Segundo Rogalski (2001, p. 17 — tradug&o nossa), uma
troca de ponto de vista a respeito de um objeto matematico se da quando trocamos
de quadro ou trocamos de registro para estuda-lo, mas pode ser Gtil também trocar de
ponto de vista dentro de um mesmo quadro ou de um mesmo registro. Neste
minicurso, alguns problemas serdo explorados segundo os pontos de vista do
Desenho Geométrico, funcional e das coordenadas de pontos.

Aprendizagem Baseada em Equipes (Team-Basead Learning)

O Team-Based Learning (TBL), ou Aprendizagem Baseada em Equipes,
traducao que tem sido usualmente adotada no Brasil, é, segundo Bollela et al. (2014)
e Oliveira et al. (2016), uma estratégia instrucional desenvolvida no final dos anos
1970 na Universidade de Oklahoma, Estados Unidos, pelo professor Larry
Michaelsen. Sob o ponto de vista tedrico, de acordo com Bollela et al. (2014, p. 294),
baseia-se no “construtivismo, em que o professor se torna um facilitador para a
aprendizagem [...] baseada no dialogo e nainteracdo entre os alunos, o que contempla
as habilidades de comunicacao e trabalho colaborativo em equipes” constituida por
poucos estudantes (em geral de 5 a 7) que trabalhardo no mesmo espaco fisico (a
sala de aula). A formacdo dos grupos € uma tarefa dos professores que “devem
mesclar os alunos de forma aleatdria e equilibrada, buscando a maior diversidade
possivel” (BOLELLA et al., 2014, p. 294).

Usualmente, a abordagem de determinado tema por meio da estratégia do TBL

estrutura-se em trés etapas denominadas, respectivamente, de preparagéo, garantia
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de preparo e aplicacdo dos conceitos. Neste minicurso, como ja salientamos,
recorreremos a uma adaptacao do TBL. Ao invés de a preparacao ocorrer, Como prevé
originalmente essa estratégia instrucional, individualmente antes do encontro em sala
de aula, no minicurso proposto, como o mesmo destina-se preferencialmente aqueles
que ja cursaram Algebra Linear, esta etapa sera suprimida.

Com o intuito de revisar junto aos participantes nocdes matematicas que serao
fundamentais as discussbes a serem oportunizadas por meio das atividades
propostas na parte principal deste minicurso, iniciaremos nosso trabalho pela etapa
da garantia de preparo solicitando que os participantes resolvam, primeiro
individualmente (Teste de Preparacéo individual - TPi) e depois em equipes (Teste de
Preparacao em equipe — Tpe), dez questdes de multipla escolha envolvendo nocdes
bésicas sobre retas no plano, dependéncia e independéncia linear, combinacao linear,
geradores de um subespaco, base, transformacéo linear e matriz canénica de uma
transformacao linear.

A resolucao individual dessas questfes se dara conforme descrevem Bollela et
al. (2014, p. 295): os participantes individualmente, assinalaréo suas respostas em
uma folha especifica que os permitirdo “apostar’ na resposta certa ou, se estiverem
em duvida, em mais de uma resposta. Por exemplo: no caso de uma questdo com 4
alternativas e valendo 4 pontos, se “o individuo estiver em duvida entre a alternativa
“a” e a alternativa “c”, ele pode apostar 2 pontos em cada uma. Pode utilizar diversas
combinacdes, pontuando mais se escolher apenas a alternativa correta”.

Em seguida, as mesmas questbfes sao resolvidas pelas equipes. Esse
momento é descrito da seguinte maneira por Oliveira et al. (2016, p. 970):

Os estudantes recebem um feedback imediato da resposta de cada uma das
guestdes, sé passando para a questao seguinte depois de terem entrado em
consenso com a equipe sobre a questdo em pauta. A ideia é que como ja
pensaram sobre as questfes no TPi, as discussdes sdo mais produtivas no
TPe e, assim, os proprios colegas colaboram entre si para sanar as didvidas
remanescentes do TPi. O processo de feedback é feito por meio de Cartdes
de Correcéo Instantanea (CCl), comumente chamados de “raspadinhas”. Nos
cartdes, a alternativa correta é indicada pelo simbolo “estrela”. Se os alunos
rasparem e ndo encontrarem a estrela, voltam a discutir a questdo. A
avaliacdo pode ser feita pelo acerto das respostas. No caso de cinco
alternativas, por exemplo, se os alunos acertarem na primeira tentativa, a
equipe recebe quatro pontos na questdo (pontuacdo correspondente ao
namero de retadngulos ndo raspados), se acertarem na segunda tentativa,
recebem trés pontos e assim sucessivamente. Se todas as alternativas de
resposta para uma determinada questdo forem raspadas, a equipe néo
pontua.
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Finalizado o preenchimento dos Cartes e tendo todas as equipes encontrado
a estrela, aqueles alunos que porventura ndo concordarem com uma ou mais
respostas consideradas corretas poderdo expor suas davidas que serdo discutidas
coletivamente pelo professor e pelos membros de todas as equipes, em um momento
denominado de Apelacdo ou Recurso. “Por fim, o professor faz uma Breve Exposicéo
Oral com as principais ideias trabalhadas, esclarecendo aspectos relacionados as
maiores dificuldades dos alunos identificadas durante as tarefas” (OLIVEIRA et al.,
2016, p. 972).

A etapa seguinte do TBL, a de Aplicacdo dos Conceitos, constituird o cerne
deste minicurso e sera composta por uma sequéncia de atividades a serem resolvidas
pelas equipes com o auxilio do software GeoGebra. Todas as equipes trabalhardo
simultaneamente com uma mesma questdo e uma nova situacdo sO sera proposta
apos discutidas e analisadas as diferentes solugcfes propostas por cada equipe para
esse problema.

Estrutura do Minicurso

O primeiro momento do minicurso seré destinado a uma reviséo de conceitos
essenciais para o desenvolvimento das atividades a serem propostas posteriormente,
0 que constituira a etapa de garantia de preparo na adaptacdo do TBL que estamos
propondo, conforme discutido anteriormente.

Ja o segundo momento consistira de uma breve familiarizacdo com o software
GeoGebra, ao qual recorremos em seguida nas atividades a serem resolvidas pelas
equipes. Apresentaremos, dentre outras, ferramentas que permitem medir angulo,
construir retas, segmentos de reta, poligonos, mediatriz, inserir uma matriz e trabalhar
com transformacdes geométricas.

O terceiro momento sera efetivamente o da aplicacdo dos conceitos no qual

serao propostas, sucessivamente, as seguintes atividades:

Atividade 1:

a) No arquivo Atividadel.ggb, na Janela de Visualizac&o estéo representadas
um poligono e sua imagem por meio de uma reflexdo em relacdo a uma
reta. Utilizando apenas constru¢cdes geométricas, trace a reta segundo a
gual a reflexdo esta sendo realizada;
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b) Habilite a exibicdo dos eixos cartesianos, da malha e da Janela de Algebra
e visualize a equacao da reta determinada no item anterior;

c) Determine uma expressao algébrica (uma lei) que permita obter a imagem
A'(x’,y") de qualquer ponto A(x,y) por meio da reflexdo em relagdo a reta
anteriormente determinada;

d) A reflexdo em relacéo a essa reta considerada € uma transformacéo linear?

Justifique.

O objetivo desta primeira atividade é explorar a transformacdo geométrica
reflexdo em relagcdo a uma reta nos quadros da Geometria (segundo os pontos de
vista do Desenho Geométrico e funcional), da Geometria Analitica (sob o ponto de
vista de coordenadas de pontos) e da Algebra Linear. Serdo explorados 0s registros
figural, grafico e algébrico. A principio, fornecemos a equipe um arquivo produzido no
GeoGebra contendo somente uma figura e sua imagem gerada por uma reflexao em
relacdo a uma reta ndo especificada. Utilizando apenas o ponto de vista do Desenho
Geométrico, ela determinara qual é essa reta. Em seguida, ainda no quadro da
Geometria, damos inicio a uma abordagem da situacdo segundo um ponto de vista
funcional, que nos levara a explorar a questdo em um novo quadro, o da Geometria
Analitica. Solicitamos entdo que os participantes, agora utilizando coordenadas
cartesianas de pontos, obtenham uma lei que permita obter a imagem A'(x",y") de
qualquer ponto A(x, y) por uma reflexdo em relacdo a reta anteriormente determinada.
Novamente mudando de quadro, a saber para o da Algebra Linear, pedimos que a
equipe analise se a transformacdo em questdo € ou ndo linear, justificando sua
resposta. A discussdo deste Ultimo item permitira analisar propriedades que

caracterizam uma transformacao linear.
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Atividade 2:

a) Abra uma nova janela no GeoGebra e construa, recorrendo aos comandos do
software, um poligono e sua imagem por meio de uma reflexdo em relacéo a
uma reta de tal forma que essa transformagéo seja linear;

b) Determine a expresséo algébrica de tal transformacéo linear.

Nesta atividade, a ideia € trabalhar no quadro da Algebra Linear recorrendo ao
registro matricial, explorando o fato de que uma transformacéo linear T: R - R™ pode
ser totalmente determinada pelas imagens, por meio de T, dos vetores da base

canodnica de R™.

Atividade 3: No arquivo Atividade3.ggb, na Janela de Visualizacdo estédo

representadas duas imagens, Figura 1 e Figura 2.
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a) Qual é a matriz canonica da transformacgédo linear que leva a Figura 1 na

Figura 27?

b) Na mesma janela do arquivo Atividade3.ggb, habilite a exibicado da planilha, crie

a matriz determinada no item anterior e verifique se sua resposta esta correta;

c) Determine agora a matriz canfnica da transformacdo linear que leva a

Figura 2 na Figura 1.

VIl CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA — ULBRA, Canoas, 2017



O objetivo nesta questdo € explorar por meio do software, nos quadros da
Geometria Analitica e da Algebra Linear, a transformacdo geométrica rotacéo, tanto

em sentido horério, quanto anti-horario, de um angulo 8 em relagéo a origem.

Atividade 4: Considere a figura a sequir:

a) Qual é a matriz canbnica da transformacéo linear que leva o ponto A no ponto

A'? E da transformacao linear que leva o ponto A’ no ponto A?

b) Héa alguma relacdo entre as transformacdes lineares presentes no item a) e

aguelas com as quais trabalhamos na Atividade 3? Explique.

O objetivo desta atividade é, por meio de uma abordagem nos quadros da
Geometria Analitica e da Algebra Linear, generalizar o que foi observado por meio da
Atividade 3 e determinar leis que permitam obter as imagens P'(x',y’) e P"'(x",y") de
um ponto P(x,y) por meio de, respectivamente, uma rotacdo de um angulo 8 em torno
da origem em sentido anti-horario e uma rotagéo de um angulo 8 em torno da origem

em sentido horario.

Consideracgdes Finais

O minicurso proposto contempla, a nosso ver, varios aspectos agregadores a
formacao dos participantes: a propria estratégia instrucional segundo a qual o mesmo
foi organizado (o TBL); a utilizagdo de um software gratuito, cada vez mais presente
nos processos de ensino e de aprendizagem de Matematica e com potencialidades
amplamente discutidas no meio académico; a retomada de conceitos fundamentais

da Algebra Linear; a discusséo de atividades que, além de envolverem nocdes da
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Algebra Linear, estdo relacionadas a topicos constituintes do curriculo da Educac&o

Basica.
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