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Resumo: O Teorema Fundamental do Célculo (TFC) é considerado um dos mais importantes da
disciplina de Calculo Diferencial e Integral, visto que ele estabelece a conexdo entre esses dois
célculos. Porém, os alunos apresentam dificuldades em compreendé-lo, e um dos motivos esta atrelado
ao fato que na maioria das vezes esse teorema é abordado de maneira estatica. Hoffkamp (2010)
desenvolveu e aplicou atividades que contemplam o TFC a partir da visualizacdo dindmica do célculo
de area, obtendo resultados positivos. Baseado nisso, o presente trabalho ira abordar uma sequéncia
didatica que visa estabelecer a conexédo entre o Célculo Diferencial e o Integral de maneira dindmica
com auxilio do software GeoGebra. A sequéncia foi aplicada a uma turma de P6s-Graduacao, na qual
a metodologia utilizada foi a Engenharia Didatica. A possibilidade de representar dinamicamente uma
variavel e a visualizacdo do GeoGebra auxiliaram na interpretacdo geométrica do TFC.

Palavras Chaves: Teorema Fundamental do Calculo. Sequéncia Didatica. Visualizagbes. GeoGebra.

INTRODUCAO

No Ensino do Célculo Diferencial e Integral, o Teorema Fundamental do Célculo
(TFC) constitui-se em um dos pilares fundamentais dessa disciplina, pois possibilita
estabelecer a conexdo entre esses dois calculos. Esse teorema demonstra que a
integracdo e a diferenciacdo sédo operacdes inversas, assim pode-se concluir que 0s
problemas de &reas limitadas sob o grafico de uma fun¢ao num intervalo e o problema
da determinacdo da inclinacdo da reta tangente num ponto da funcdo podem ser
resolvidos juntos, pois resolvido um problema o outro também passa a ser solucionado
(GRANDE, 2011). Todavia, para os alunos essa conexao nem sempre € evidente.

Segundo Anacleto (2007) as dificuldades dos estudantes para compreender o
TFC estao principalmente relacionadas com uma incompleta mobilizacéo das nogdes

de derivada, integral e continuidade. Isso, possivelmente, pelos alunos optarem pelo
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ensino orientado aos processos ao invés da compreensao estrutural. Outro problema
também citado em diversas pesquisas sobre as dificuldades que os alunos
apresentam com relacdo aos conceitos envolvidos no TFC é a interpretacao
geométrica deste teorema.

Segundo alguns estudos (HOFFKAMP, 2010; PEREIRA, 2009) essas
dificuldades apresentadas pelos alunos, seja sobre derivada ou integral, que refletem
na aprendizagem do TFC, podem estar atreladas ao ensino estatico e ndo dinamico
do Célculo.

Assim, com a disponibilidade de varios softwares de geometria dindmica e com
as potencialidades de vérios recursos dessas tecnologias, nos propomos a investigar
como a tecnologia pode auxiliar o aluno na compreensao da conexao entre o Calculo
Diferencial e o Calculo Integral de maneira dinamica. Temos o pressuposto de que
esses softwares podem auxiliar nessa questéo, haja vista que permitem explorar
conceitos do Calculo, que apenas no quadro e giz seriam limitados. Exemplos disso,
sdo a exploracdo da interpretacdo geométrica da derivada e a simulacdo da
aproximacédo da area sob uma curva por meio das Somas de Riemann.

Nessa perspectiva foi proposta uma sequéncia didatica (CARDOSO, 2016) com
0 objetivo de abordar a dependéncia funcional do TFC mediada pelo software
GeoGebra. A proposicao dessa sequéncia foi baseada na pesquisa de Hoffkamp
(2010), que desenvolveu e aplicou atividades que contemplam a visualizacéao
dindmica do calculo de areas a partir do TFC apoiada pelo software Cinderella.

A sequéncia proposta foi aplicada em turmas de Graduacgéo e P6s-Graduacao
(CARDOSO, 2016). Nesse trabalho, exploraremos duas atividades dessa sequéncia
aplicada numa turma do Programa de Pés-Graduacdo em Ensino de Ciéncias,
Matematica e Tecnologias (PPGECMT) do Centro de Ciéncias Tecnoldgicas da
Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC), na disciplina de Fundamentos
do Célculo. A metodologia utilizada foi a Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1988)*.

Iniciaremos com um breve referencial tedrico. Posteriormente sera apresentada
a sequéncia didatica seguido da andlise a priori sobre a mesma. Em sequéncia, sera
abordada a aplicacéo, bem como, a analise a posteriori dos resultados obtidos como

resposta dos alunos. E por fim, algumas consideracdes.

4 A descricao de cada etapa presente na metodologia Engenharia Didatica pode ser consultada
em Cardoso (2016).
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BREVE REFERENCIAL TEORICO

O uso de softwares de geometria dinamica (GeoGebra, Cinderella, Cabri-
Geometry) permitem explorar a natureza geométrica e dinamica do Célculo Diferencial
e Integral (RICHIT, 2010). Segundo Tall, Smith e Piez (2008) essa disciplina € a que
tem recebido o maior interesse e investimento na utilizacao da tecnologia entre todas
as areas da Matematica. Isso se deve a tentativa de minimizar as dificuldades
encontradas pelos alunos nessa disciplina.

A visualizacao interativa que softwares de geometria dinamica nos possibilita &
de fundamental importancia na aprendizagem da Matematica, ja que, “Nada é mais
convincente do que o que se vé” (DUVAL, 1999, p. 12). Segundo Arcavi (2003) a visao
€ a fonte mais importante para o saber. Duval (1999) diz que a visdo tem duas funcdes
cognitivas. Uma delas diz que a visdo consiste em compreender varios objetos
simultaneamente, e outra, que ela nos possibilita ter acesso direto a qualquer objeto
fisico. Diante disso, a visualizacdo pode ser definida como a producdo de uma
representagdo semiéticad.

Hoffkamp (2009) afirma que o uso de softwares que permita a visualizacao
ajuda a prender a atencdo do aluno, permite que ele trabalhe de maneira mais
independente em algumas ocasifes, e além disso, potencializa as ideias de solucdo
aos problemas propostos, visto que a visualizagdo dinamica possibilita que o aluno
enxergue o problema de diferentes perspectivas. De acordo com essa ideia, Duval
(2012) afirma que € essencial que haja a visualizacdo dindamica no ensino e
aprendizagem da Matematica, ja que para ele o individuo s6 compreende quando
consegue mobilizar simultaneamente registros de representacdo (DUVAL, 2003).

Assim, a sequéncia didatica a ser relatada visa trabalhar a parte dinamica do
TFC mediada pelo software de geometria dindmica GeoGebra, que € livre e pode ser
manipulado online ou como aplicativo instalado no computador. O software apresenta
diversas potencialidades que auxiliam na visualizacdo, construgcdo geomeétrica e
manipulagdo de funcdes. Além disso, o site do software possui uma comunidade de
professores e alunos que colaboram com a divulgagdo de materiais para diversos
niveis de ensino da Matematica. Os materiais podem ser disponibilizados para serem

utilizados e/ou adaptados por professores e alunos.

5 “As representacdes semioticas sdo producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes
a um sistema de representacdes que tem inconvenientes proprios de significagao e de funcionamento. Uma
figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma férmula algébrica, um gréafico séo representacdes
semiodticas que exibem sistemas semidticos diferentes.” (DUVAL, 2012, p.269, grifo do autor).
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UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA EXPLORAR O TFC DE MANEIRA DINAMICA

O conceito da integral, tal como abordamos atualmente, € o resultado do
desenvolvimento do Calculo ha mais de 2500 anos, envolvendo varios expoentes que
contribuiram na sua evolugdo. No contexto historico os problemas classicos de
quadratura e tangentes permeiam as aplicacdes desde a Matemética antiga até a
contemporanea. Esses dois problemas classicos conectam o Calculo Diferencial e o
Integral, porém por muito tempo eles foram tratados de forma independente. Tal
conexao é estabelecida pelo TFC.

Stewart (2011) apresenta esse teorema da seguinte forma:

Teorema Fundamental do Célculo, Parte I: se f for continua em [a, b], entédo
a funcéo g definida por g(x) = f;f(t)dt, a < x < b é continua em [a, b] e derivavel

em (a,b) e g'(x) = f(x).

Teorema Fundamental do Célculo, Parte II: se f for continua em [a, b], entdo
f:f(x)dx = F(b) — F(a) em que F' é qualquer primitiva de f, isto € uma funcéo tal
que F' =f.

As aplicacdes do TFC estdo presentes em varias situacdes problemas, tais
como no célculo de areas, comprimentos, volumes, trabalho realizado por uma forca,
dentre outras. As discussdes dos fundamentos do Calculo sdo importantes em todos
0S cursos, mas especialmente na formacéo do futuro professor de Matematica, para

gue ele possa estabelecer as conexdes do Ensino Superior com o Ensino Basico.

No curso de Célculo Diferencial e Integral, as ideias essenciais decorrem dos
conceitos de infinitésimos e de somas infinitas, e essas ideias se articulam
com a atuacgéo do egresso no Ensino Fundamental e Médio, pois, no Calculo
€ preciso estudar (e aprender) como fazer somas de infinitas parcelas ou
como tomar um intervalo numérico infinitamente pequeno, nogdes
completamente diferentes daquelas adquiridas no Ensino Fundamental e
Médio. Entretanto, o conceito de soma de infinitos termos pode ser articulado
com o conhecimento do aluno sobre comprimento de curvas, ou ainda, de
area de figuras planas, através da discussdo do método da exaustéo
introduzido pelos matematicos gregos para calcular a area de algumas figuras
geométricas, como, por exemplo, a area do circulo (MUNIZ; SILVA, 2013,
p.20).

No Ensino de Calculo € muito comum os alunos utilizarem o TFC para
determinar numericamente o valor da area de uma regido delimitada num intervalo

[a, b]. Porém, uma das dificuldades que os alunos apresentam € compreender o

calculo de area de uma regido variavel, conforme evidencia a primeira parte do TFC.
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Uma questao, entdo, tem se apresentado diante dessas dificuldades: Como a
tecnologia pode auxiliar o aluno para que ele possa compreender as conexdes entre
o Calculo Diferencial e o Integral?

A concepcédo das atividades foi inspirada no trabalho de Hoffkamp (2010). O
objetivo é apresentar o célculo de area de forma dinamica, evidenciando graficamente
e analiticamente o comportamento da funcdo area de diferentes poligonos formados
por funcdes reais. Ou seja, interpretaremos o significado geométrico da primitiva de
uma funcdo. Assim sendo, consideraremos neste tdpico uma aplicacdo do TFC: o
calculo de area.

A sequéncia foi dividida em dois momentos. O primeiro momento da sequéncia

era composto pela seguinte atividade:

Quadro 1 - Atividade 01: Area do Poligono- Representac&o grafica
Seja ABC o triangulo representado na Figura 1 e r a linha

tracejada que se move de A para B.
Figura 1 — Tridangulo ABC

Fonte: adaptada de Schldglhofer, apud Hoffkamp, 2010

i. Seja F(x) a funcdo que determina a area do poligono
sombreado na Figura 1, e x a distancia do ponto A até o
ponto D. Assinale, na Figura 2, o item que representa o
gréfico de F(x). Justifique sua resposta.

Figura 2 — Fung&o Area do Poligono
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Fonte: adaptada de Hoffkamp, 2010, p.
Fonte: Cardoso (2016, p. 85).
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Esse primeiro momento tinha como principal objetivo que o aluno
compreendesse a relacdo entre o grafico da derivada e o da primitiva, ou seja, que
desenvolvesse o conceito geométrico do TFC.

O Quadro 2 abaixo apresenta o segundo momento da sequéncia:

Quadro 2 - Atividade 01: Area do Poligono - Representac&o algébrica
il. Considere o triangulo da Figura 1 formado pelos vértices
A(0,0), B(3,0) e C(1,1). Defina afuncao F(x) que descreve

a &rea da regiao sombreada.

Figura 1 — Triangulo ABC

M ro
C l
\E
F(x) |
ED B
NG = g -

Fonte: adaptada de Hoffkamp, 2010
Fonte: Cardoso (2016, p.88).

A segunda parte da sequéncia tinha como objetivo que o aluno desenvolvesse
o conceito algébrico do TFC.

Andlise da sequéncia

O aplicativo® desenvolvido para a sequéncia didatica esta disponivel para
professores e alunos no site do software. Para a construcdo desse aplicativo
necessitamos de conhecimentos da Matematica do Ensino Médio, Ensino Superior,
bem como das potencialidades algébrica e grafica do software GeoGebra.

Iniciamos com a planificacdo de um triangulo, na qual suas arestas eram
definidas por fun¢des do primeiro grau. Um dos significados mais relevantes em se
aprender Calculo, esta na dependéncia funcional que o mesmo aborda, permitindo
verificar a relacdo existente entre as varidveis. Vale ressaltar a definicdo de
dependéncia funcional como o conceito de processo dinamico da funcao
(HOFFKAMP, 2009), ou seja, no aplicativo essa dependéncia funcional ocorre, pois,

o ponto D do intervalo ndo esté fixo no aplicativo, podendo ser manipulado.

6 https://ggbm.at/SPY3Qq3s
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O Calculo estuda casos menos estaticos e mais dindmicos, focando na
variagcdo e no movimento. Diante disso, podemos considerar que as fung¢des sao o
objeto fundamental dessa disciplina (STEWART, 2011).

Na planificacdo do poligono, sabemos do Ensino Basico, que a area do

tridngulo é dada pelo pela metade do produto da base pela altura desse triangulo, ou
sejad, = bz;h. A funcéo area F(x) é dinamica em todo o intervalo [x(4), x(B)], ou seja,

temos que a base do nosso poligono € uma variavel independente, enquanto que
altura, é a varidvel dependente (da base).

Observe que a cada movimento do ponto D (com inicio em x(A)), obtemos um
incremento de area, que esté relacionado a Somas de Riemann, e por consequéncia,
a integral definida de uma funcéo — o TFC. Dessa forma, é como obtemos a primitiva
da funcdo area dinamicamente, através das funcdes que limitam nosso poligono e o
conceito do TFC.

Essa visualizagao dinamica mediada pelo GeoGebra nos possibilita apresentar
a relacao entre a derivada (func¢des que limitam o poligono) e a integral (funcdo area
do poligono), que é a conexao estabelecida pelo TFC.

A Atividade do quadro 2 permitia aos alunos trabalharem tanto com conceito do
Célculo, como também do Ensino Basico (célculo de area e fungdes). Podendo

concluir que:
xZ
> se0<x<1
F(x) =
. x2+3x 5+1 1<x<3
42 TgTy eATES

As solugcbes de ambas as atividades podem ser consultadas em Cardoso
(2016).

APLICACAO DA SEQUENCIA

A sequéncia foi aplicada em uma turma do PPGECMT da UDESC. A turma era
composta por cinco alunos, todos graduados em Licenciatura em Matematica. Durante
a aplicacdo a autora, ficou qualificada como observadora, analisando e anotando o
comportamento dos alunos, questionamentos, técnicas de resolu¢cdo quando possivel
de observar, etc.

A sequéncia foi utilizada pelo professor da turma para introduzir o TFC na

disciplina de Fundamentos do Calculo. Todos os alunos ja tinham visto o TFC na
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Graduacdo. A sequéncia foi aplicada pelo professor responsavel durante 4 aulas
consecutivas com 50 minutos de duragéo cada.

Inicialmente foi entregue a Atividade 01: Area do Poligono - Representacéo
gréfica, para ser trabalhada individualmente. Nesse momento os alunos nao tinham o
aplicativo da atividade desenvolvido no GeoGebra em maos, mas também néo foram
proibidos de utilizar as potencialidades do software ou outro material. Entretanto,
nenhum aluno utilizou qualquer software matematico; apenas lapis, borracha, e alguns
a calculadora. Assim que concluiram a resolucdo dessa atividade, elas foram
entregues a observadora. Apés, em plenéria, o professor averiguou as respostas e
justificativas de cada aluno e explicou, explorando as potencialidades do aplicativo na
resolucao da atividade. Esse foi um dos momentos mais relevantes, pois com o auxilio
do software o professor p6de demonstrar geometricamente a variacdo da area do
poligono, explorando a conexao entre o Célculo Diferencial e o Célculo Integral.

Na Atividade 01: Area do Poligono - Representacdo algébrica, a turma foi
dividida em dois grupos (A e B) para encontrar a lei de formacédo da funcéo area.
Seguido disso, com a entrega das atividades, novamente houve a explicacédo por parte
do professor, dos meios de se encontrar a lei de formacao da funcéo — tanto utilizando
Célculo, como a Matematica do Ensino Basico.

Apbs a aplicacdo das atividades foi feito uma analise a posteriori, que € uma
das etapas da metodologia Engenharia Didatica. Foram analisadas as estratégias
utilizadas pelos alunos em cada resposta, e as observacdes realizadas pela autora.
A seguir iremos abordar resumidamente alguns dos resultados obtidos na andlise.

Iniciamos pela Atividade 01: Area do Poligono - Representacéo grafica. Entre
os cinco alunos, nenhum aluno identificou a representacdo gréafica corretamente.
Houve justificativas afirmando que o grafico da area é apenas como a area F (x). Outro
aluno tentou encontrar por geometria a funcao area e conclui a prépria F(x), esse
raciocinio estaria correto se 0 aluno ndo tivesse considerando o ponto x(D) fixo. Outro
erro cometido foi confundir a altura maxima do poligono com a area maxima. Ademais,
um aluno verificou que a area entre os pontos A e B s6 aumenta conforme varia o
ponto D, porém, o raciocinio se torna falho quando o aluno esquece de considerar que
existe mais de uma funcéo que delimita o poligono, e por consequéncia a funcéo area
é formada por mais de uma sentenca. Outra estratégia foi considerar a continuidade

e o crescimento da funcdo &rea, o que esta correto, porém, o aluno considerou que o
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grafico em b fosse decrescer em algum momento e diante disso o grafico correto seria
a outra funcao também crescente e continua, isso foi 0 que tornou sua resposta falha.

Em relacdo a Atividade 01: Area do Poligono - Representacédo algébrica, o
grupo A usou apenas geometria plana (area do triangulo + area do trapézio) para
concluir a funcao area, o que também esta correto. O grupo B utilizou geometria plana
e Calculo Integral. Esse grupo iniciou os célculos corretamente, todavia, cometeu dois
erros: esqueceu de acrescentar a area do triangulo no intervalo x € [1,3] e na
resolucao pela integral cometeu um erro numérico na aplicacdo de um dos extremos
do intervalo.

ApOs os alunos terem realizado as atividades no ambiente lapis e papel, foi
disponibilizado o aplicativo para que eles pudessem confrontar as hipoteses

realizadas, podendo pelas interacdes dinamicas refuta-las ou auxilia-los na validacao.

CONSIDERACOES FINAIS

A capacitacdo docente € fundamental no desenvolvimento da préatica docente,
inclusive quando nos referenciamos as tecnologias, que se modificam
constantemente.

Utilizando o software GeoGebra foi desenvolvida uma sequéncia didatica, com
base no trabalho de Hoffkamp (2010), com objetivo de explorar dinamicamente a
conexao estabelecida entre o Célculo Diferencial e o Calculo Integral pelo TFC. A
sequéncia foi aplicada a turma de Fundamentos do Calculo. Essa disciplina permite
gue os alunos, além de buscar aprofundar seus conhecimentos em tecnologias
educacionais, verifigue como os fundamentos do Calculo estdo presentes nos
conteudos abordados no Ensino Basico.

Os alunos participantes eram todos formados em Licenciatura em Matematica,
logo, mesmo a atividade tendo sido utilizada para introduzir o TFC, esse teorema nao
era desconhecido pelos alunos. Os resultados obtidos na Atividade 01: Area do
Poligono - Representacao grafica, evidenciou que as dificuldades dos alunos estéo
principalmente relacionadas ao ensino estatico e ndo dinamico que obtiveram, assim
como afirmam os referenciais (HOFFKAMP, 2010; PEREIRA, 2009). Geralmente os
alunos aprendem a aplicar o TFC numa determinada situacdo na qual os extremos
sdo fixos, como por exemplo no calculo de area sob uma curva no intervalo [a, b],

resultando num valor numérico. Todavia, a compreensao do TFC que é obtida quando
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um dos extremos é variavel, ou seja, a integral definida em um intervalo [a, x], ndo é
evidente a conexao com a funcgéo primitiva.

Tanto a representacdo grafica quanto a algébrica da situacdo proposta foi
facilitada pelas potencialidades da visualizacao e dinamicidade presentes no software.
Na representacdo algébrica da funcédo que descrevia a variacédo da area do poligono
0 grupo B, ap06s explorar o aplicativo, péde identificar o erro cometido no ambiente
lapis e papel.

Por fim, vale ressaltar que essa sequéncia também pode ser explorada no
Ensino Médio, visto que € possivel resolver as atividades apenas com o conhecimento

de geometria plana e funcdes.
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