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Resumo: Neste minicurso, objetiva-se esclarecer uma alternativa didatica que descomplica e
proporciona ao corpo docente e discente, inclusive aos estudantes de licenciatura em matematica, uma
maneira interessante de solucionar o volume da piramide usando limite da soma de uma série
geomeétrica. Tratando-se de um alicerce através de principios geométricos, algébricos e ludicos de
extrema praticidade. Para corroborar com a antecedente problematica, em razdo da
predominantemente discusséo da férmula do volume da piramide no atual ensino médio se basear
apenas em apresentacdes normalmente habituais — livros didaticos, quadros e giz -, propomos inserir
atividades ludicas (utilizando material concreto como mecanismo para verificacdo clara da formula do
volume da pirdmide) que legitimam o célculo do volume da pirdmide. Ademais, questdes que abrangem
0 conteudo de tal problema no ensino médio serdo lancadas aos participantes do minicurso, a fim de
preencher e fixar esse assunto.

Palavras Chaves: Piramide. Volume. Demonstracéo.

INTRODUCAO

Neste minicurso, mostraremos um recurso para constatacdo axiomatica da
férmula do volume da piramide, em razéo da dificuldade de tal teméatica ser discutida
na rede de ensino médio, a fim de fortalecer uma alternativa didatica que, apesar de
ser raramente utilizada, torna as aulas mais interativas e agradaveis, incentiva o
interesse, a curiosidade e o espirito de investigacdo aos alunos, além de buscar
imediata transmisséo de informacdes relativamente ao assunto ministrado.

Em pesquisa feita nas instituicdes educacionais da grande Natal-RN, pudemos
identificar a auséncia da aplicagdo do “Método Algébrico usando limite da Soma de
uma Série Geométrica” para fins justificativos do calculo do volume da piramide, e, em
sustentacdo a esse contratempo, ha excessivo percentual de professores que se
limitam ao uso da férmula para apenas resolver problemas desse conteudo.

A partir dessa problematica, definimos a exposi¢cdo de tal conteddo como

essencial, visto que, lamentavelmente, ndo ha suficiente valorizacdo - embora seja
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uma forma compreensivel de aprendizagem. Soma-se a isso, a alta possibilidade de
diferentes niveis de ensino captarem e assimilarem essas informacbes para
concepcao e fixacdo da tematica, desde o ensino fundamental ao de nivel superior.
Por fim, oferecemos problemas que envolvem o estudo do tema “piramide”
presentes no ensino médio. Todas as questdes estdo resolvidas com o propésito de
qgue o leitor aprenda ou maximize os conceitos e procedimentos envolvidos na

execucao de tal método.
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A PIRAMIDE E SEU VOLUME
Nocdes geomeétricas

Consideremos um poligono convexo A;A4,A; ... A, situado num plano a e um
ponto V fora de a. Define-se piramide a reunido dos segmentos com uma extremidade
em V e a outra nos pontos do poligono. O ponto V € chamado de vértice e o poligono
AiA,A5 ... A,, @ base da piramide.

Figura 1: Piramide com base de um poligono convexo

Fonte: Acervo pessoal

Assim, temos: a distancia do vértice V ao plano da base, que indicamos por h,

€ chamada de altura da piramide; os segmentos A,V, A,V, A5V, ..., A,_,V e A,V séo
chamados de arestas laterais; e as regides A;A4,V, A,A3V, A3ALV, ..., A,_1A,V e
A,_1A,V s@o chamadas faces laterais da piramide.

Note que a piramide possui uma base, n faces laterais (triangulos), n+1 faces,
n arestas laterais, 2n arestas e n+1 vértices.

Além disso, a nomenclatura das piramides depende da sua base.

Por exemplo:

Figura 2: Piramide ABCD

A

Fonte: Acervo pessoal

A piramide ABCD é chamada de piramide de base triangular (piramide

triangular ou tetraedro), pois a sua base é um triangulo.
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Método Algébrico usando limite de Soma de uma Série Geométrica

A partir do teorema “o volume de qualquer piramide € um terco do produto da
area de sua base pela medida de sua altura, ou seja, V = %Sbh”, apresentaremos um

meétodo diferenciado para o calculo do volume da piramide.
Demonstracéo:
Seja uma piramide de base triangular ABC, com o ponto D sendo o vértice, de

modo que a projecao ortogonal de D sobre o plano seja o vértice A.
Figura 3: Piramide AD L AABC

o
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Letraisalpe: Vi " AR

Fonte: Acervo pessoal

Sendo:
Area(AABC) = S.
h a medida da altura da piramide (h = AD).

Marcamos os pontos médios E, F, G, H, | e J das arestas BD,DC,CB,AD,AB e AC,
respectivamente.

Figura 4: PirAmide AD 1L AABC com seus devidos pontos médios

v}

L

Fonte: Acervo pessoal

Tragcamos 0s segmentos cujas extremidades sdo os pontos médios E, F, G, H,

| e J e os vértices da piramide A, B, C e D.
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EG BI,GI,C], CG, BG.
Figura 5: Piramide AD 1L AABC

D
.'J\‘\

Fonte: Acervo pessoal

Formamos, assim, dois primas ([JAHEF e IEGCJF) e duas piramides
triangulares iguais (BGIE e EFHD), além disso IE 1L AIBG e HD 1 AEHF.
Vamos analisar como a Area(AABC) foi dividida: a area da base do triangulo

ABC foi dividida em dois triangulos e uma paralelogramo.
Figura 6: Area da base da piramide AD L AABC

Fonte: Acervo pessoal

Pelo teorema da base média, temos que:
BC

===

2I|QI
N =

el] //BC.
Portanto, os triangulos AlJ e ABC sédo semelhantes, com razéo de semelhanca

. 1 ~ . ‘A -
igual a > Lembrando que a razdo das areas de triangulos semelhantes é igual ao

guadrado da razéo de semelhanca. Segue que:

AMAL)  (1\*  AQAL) 1 1
ACAABC) ( ) = ———=7=4041) =S

S 4
Como os triangulos AAIJ e AIBG séo congruentes (caso LLL). Segue que a

2

area(AIBG) = iS.
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Logo, a area da base do triangulo ABC foi dividida em dois triangulos

congruentes e um paralelogramo. Temos que:
Area(AAI]) + Area(AIBG) + Area(AIJCG) = Area(AABC)
=S +5+ Area(AJCG) = §

Area(AlJCG) = S — is - is

Area(AlJCG) = 45—45_5 = %S.

Assim, a area do paralelogramo 1JCG é %S.
Em seguida, vamos analisar como a altura h = AD foi dividida:

A altura h = AD foi dividida pelo ponto médio H.

Dessa forma,
HD + HA = AD = HD + HD = AD
__ _ __ AD

Agora, sabemos que:
1
area(AAl]) = ZS
HD =5
4

Observamos que a piramide de base ABC com vértice D foi dividida em duas
piramides iguais e dois prismas, vejamos:

Figura 7: Desconstrugdo da piramide AD L AABC

Pirimides:

Fonte: Acervo pessoal
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Depois disso, vamos calcular os volumes dos dois prismas:

Prisma (1): Prisma de base AAl].
Figura 8: Prisma de base AAIJ

Fonte: Acervo pessoal

Tendo que AH = %h e area(AAl]) = iS, o volume do Prisma (1) é dado por:

Vbrisma 1) = Apgse - AH

. 1
Vprisma (1) = Area(AAl]) - 2 h

1 1 1
Vbrisma = ZS ) Eh = §Sh-

Prisma (2): A metade de um paralelepipedo.
Figura 9: Paralelepipedo de base IJCG

Fonte: Acervo pessoal

Sabendo que a area do paralelogramo (I[JCG) = %S eque El = F] = %h.

Logo, o volume do Prisma (2) é dado por:

Vprisma @ = EABase -EI

1 /1 1
Vprisma (2) = 2 ) (§S> Eh

1
Vbrisma @ = §Sh-
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De fato, provamos que ambos 0s prismas tém o mesmo volume. Em seguida,
somando o volume do Prisma (1) e Prisma (2), temos:

1 1
Vbrisma 1+ Vprisma @ = §Sh +—=Sh

8
2 1
Vprisma 1+ Vprisma @) = §Sh = ZSh-

Ainda temos as duas pirAmides iguais, onde IE 1L A(IBG) e HD 1 A(HFE),

sendo que IE e HD s&o as alturas das piramides (1) e (2), respetivamente. Veja as
figuras a seguir:

Figura 10: Pirdmides encontradas a partir da desconstrucdo da pirdmide AD L AABC

Pirimide (1) Piramide {2)

D

Fonte: Acervo pessoal

Repetindo o procedimento de dividir cada piramide triangular em dois prismas
e duas outras piramides triangulares iguais.

respectivamente.
Piramide (1):

Fonte: Acervo pessoal

Vamos calcular os volumes dos prismas (3) e (4). Assim:
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Prisma (3): Prisma de base AD'F’I.
Figura 12: Prisma de base AD'F'I

(3
Fonte: Acervo pessoal

1

Sabendo que B'l = > Gh) = ih e area(AD'F'I) = %- (—S) =—3S.

Logo, o volume do Prisma (3) é dado por:

Vprisma 3= Apgse B'I
. L 1
VPrisma 3) = Area(AD F I) ' Zh

1 1 1

Vprisma 3) = ES 'Zh 64

Prisma (4): A metade de um paralelepipedo.
Figura 13: Paralelepipedo de base D'F'CE’

Fonte: Acervo pessoal

Sabendo que a area do paralelogramo (D'F'CE") = % -area(ABIC) = % GS) =

1 DA = TFr=.(1p)=1
ESequeDA =3 EI—2 (zh)—4h.

Portanto, o volume do Prisma (4) é dado por:

1 -
Vbrisma 4) = EABase "D'A’
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1 /1 1
Vprisma (4) = 2 ) (§S> 'Zh

Vbrisma @ = aSh-

Somando o volume do Prisma (3) e Prisma (4), temos:

1 1
Vprisma @ T Vprisma 4 = aSh + aSh

1
Vprisma @ T Vprisma 4 = aSh = ﬁSh-

Piramide (2):

Marcamos os pontos médios G’, H’, I’, J’, K’, L’ das arestas ED,DH, DF,HE,FH,

e EF, respectivamente.
Figura 14: PirAmide HD L AEHF

Fonte: Acervo pessoal

Desta vez, calcularemos os volumes dos prismas (5) e (6), temos:
Figura 15: Prismas da pirdmide HD L AEHF

Prisma (5) Prisma (6)

Fonte: Acervo pessoal

Como a Piramide (1) IE L AIBG e na Piramide (2) HD L AEHF.

Entdo, o volume do Prisma (5) é igual ao volume do Prisma (3), ou seja:
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Vbrisma B~ Vbrisma 6) = 6_4-Sh'

E o volume do Prisma (6) é igual ao volume do Prisma (4), isto é:

1
Vprisma 6) = Vprisma @ = aSh-

Dai,
1 1
Vprisma ) T Vprisma ) = Sh + aSh
1
Vbrisma ) T Vbrisma 6) = aSh = ﬁSh
Portanto,
VPrisma 3) + VPrisma 4) + VPrisma (5) + VPTisma 6) = 32 —Sh+ 3—25h = 3—25h

1
Vbrisma @)t Vbrisma @t Vprisma ) T Vprisma (6) = 1_65h

Continuando esse procedimento, na proxima etapa, teriamos 8 prismas cuja

soma dos volumes seria:

1

Soma[VPrismas{7,8,9,...,14-}] = aSh-

Seguindo esse mesmo processo, infinitamente, o volume da piramide original

(AD 1 AABC) correspondente & soma dos volumes de todos os prismas, desta

n
VPlramlde z ( )
i=

A série é uma série geometrlca entdo ela converge.

maneira:

Assim,

VPirémide = VPrisma €)) + VPrisma 2) + VPrisma 3) + VPrisma (4)VPrisma (5) + VPrisma (6) + -

1 1 1
Viramiae = 7 Sh+—=Sh+ = Sh +:

1 1 1
VPirémide = (4+E+a+ )Sh-
Usando o Limite da Soma dos termos de uma série geométrica de primeiro

termo a, e de razéo q tal que |q| < 1 que € dado por 1‘1_—1q, segue que:

a;
Vpiramide = 1—gq - Sh,
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1
_1 —16_4_1
ondea1—4eq— TR
Assim,
1
Vbiramide = L1 -Sh
-7
1
Vbiramide = %) - Sh
4
1
Vbiramide = § *Sh

Isso demonstra que o volume de uma piramide de base triangular cuja projecéo

ortogonal do vértice sobre o plano da base coincide com um dos vértices da base é
§ABase “h.

Para concluir que o volume de uma piramide de base triangular qualquer
também é éABase - h devemos usar o principio de Cavalieri.

Finalmente, no caso de ser uma piramide com base qualquer, de n lados,
podemos partir de um Unico vértice, dividindo esta base em triangulos e percorrer a
demonstracao anterior.

Vejamos a piramide a sequir:

Figura 16: Modelo de PirAmide para demonstracao

Fonte: Acervo pessoal

Onde:
e Altura da piramide é igual a h;

e AareadabaseéigualaS,ondeS=85,+S,+S3+S,+:+S5,.
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Neste caso, o volume da piramide € dado por:

1 1 1 1 1
Vpiramide = §Slh +§Szh +§S3h +§S4h + .- +§th

! 1
VPi‘rémide = gh(sl +SZ +S3 +S4_ + . +Sn) — §Sh
S

Caro leitor, usando um procedimento analogo ao que foi usado neste trabalho,

para demonstrar o volume da piramide, pode-se demonstrar também que
1 . . . .
Veone =§A3ase-h. Para maiores detalhes, veja o artigo do professor Vincenzo

Bongiovanni, que propde uma abordagem do calculo da férmula do volume do cone,
apoiado no conceito intuitivo de limite.

E que também é possivel demonstrar a formula do volume da esfera, ou seja,

Vesfera = %nR3, como esta feito no livro Geometry - em LANG.
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Método Ludico
A soma dos volumes dos prismas colocados no interior da piramide cuja area

da base triangular é S e altura h é aproximadamente calculada por:

Figura 17: Modelos manipulaveis

.+‘

Fonte: Acervo pessoal

1 1 2
=Sh+=Sh= gSh = —Sh.

8 8

Figura 18: Modelos manipulaveis

1 WL

Fonte: Acervo pessoal

1Sh+15h+15h+15h—45h—15h
64 64 64 64" 647 16

Figura 19: Modelos manipulaveis

d+ ‘+.+‘+ N WM

Fonte: Acervo pessoal

. Sh + L Sh + L Sh + L Sh + . Sh + . Sh + . Sh + L Sh = 8 Sh = 1Sh
512 512 512 512 512 512 512 5127 5127 64

Assim, o volume da piramide é calculado pelo limite da soma da sequéncia

geométrica, ou seja:

1 1 1
VPiTémide = Z.Sh + ESh + aSh + .-

1 1 1
Vbiramide = (Z+E+a+ )Sh
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ENTSN

Vbiramide = -1 Sh
Vpiramidze = 5 Sh.

3

Figura 20: Modelo Ludico

Fonte: Acervo pessoal

VIl CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA — ULBRA, Canoas, 2017



PROBLEMATIZACOES PARA SALA DE AULA

Questdo 1: Usando um cubo, mostre que a férmula do volume de uma piramide
(reta) de base quadrada é V = lS,, - h.
3

Resolucéo:

Inicialmente, considere um cubo de aresta a.
Figura 21: Cubo

o

Fonte: Acervo pessoal

Se ligarmos por segmento o centro do cubo com cada um dos seus 8 vértices,
formamos 6 piramides congruentes cuja base corresponde a face do cubo e cuja altura
corresponde a metade da aresta do cubo. Assim:

Veubo = 6 * Vpiramide
a®=6" Vbiramide

a3

Vbiramide = ? =

a“-a
2

1
3

1
Vbiramide = §Sbh

sendo: Spuse = a’ € h = %

Questao 2: (ITA-SP) Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretangulo
do vértice V, determinando um triangulo ABC cujos lados medem, respectivamente,
V10, V17, e 5cm. O volume, em cm?, do sélido V ABC é?

a) 2.

b) 4

c) V17.
d) 6

e) 5vV10.
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Resolucao:

Vejamos a figura a seguir:

Figura 22: Triedro trirretangulo

Fonte: ITA

Consideremos a figura a seguirem que VA=a,VB=beVC =c.
Temos:
a? + b2 = (V7)*
a’+c?=5% . (5.1)
b? + 2 = (VI0)’
Somando as trés equacdes, obtemos:
2(a? +b% +c®) =52 < a’ + b? + c? = 26,

e substituindo em (5.1), vem:

a’ =16 a=+4%
b2=1 ©3ib=1.
c:2=09 c=3

1-4
2

3

Consequentemente, o volume da piramide V ABC é é 3 =2cm”.

Portanto, V = 2cm?, alternativa (A).

Problema Ludico 1: Volume da Piramide como Parte do Volume do Prisma.

Vamos mostrar com o uso de material concreto que o volume de uma piramide

de base triangular € igual a terca parte do volume do prisma de mesma base e mesma

altura, ou seja, IV = gsbh.

Para ver isto, consideremos o prisma da figura a seguir:
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Figura 23: Prisma triangular

E F

A
Fonte: Acervo pessoal

Seccionando o prisma, obtemos trés piramides triangulares (tetraedro), como
indica a figura a seguir:

Figura 24: Piramides de bases triangulares

Fonte: Acervo pessoal

Agora faga vocé mesmo, usando as folhas para recorte no Apéndice A.1.

Problema Ludico 2: Volume da Piramide como Parte do Volume do Cubo.
Vamos verificar a mesma férmula experimentalmente, utilizando o prisma cubo.

Temos o cubo sem tampa e trés piramides. Veja a figura abaixo:
Figura 25: Cubo

Fonte: Acervo pessoal

Agora faca vocé mesmo, também usando as folhas para recorte no Apéndice
A.2.
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APENDICE

A.1 - Planificacéo das trés piramides de base triangular para formar um prisma
de base triangular.

Planificacdo da Piramide de Base Triangular.
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Planificacdo da Piramide de Base Triangular.
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Planificacdo da Piramide de Base Triangular.
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A.2 — Planificacéo das trés piramides base quadrangular para formar um cubo.

Planificacdo da Piramide de Base Quadrangular.

’

il

b

e

e e

5

VIl CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA — ULBRA, Canoas, 2017



Planificacdo da Piramide de Base Quadrangular.
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Planificacdo da Piramide de Base Quadrangular.
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