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Resumo: O objetivo deste artigo é caracterizar conhecimentos especializados sobre erros comuns de
estudantes ao lidarem com adicdo de fracdes, possiveis fontes e modos de supera-los mobilizados
por um licenciando em Matematica, bem como, descrever o0 modo como se relacionam entre si e
entre os dominios matematico e didatico. Utilizamos o marco tedrico Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge (MTSK) e a analise de contelido da entrevista com 0 sujeito, cujos elementos
de informagdes foram comparados sistematicamente com as definicdes dos subdominios do MTSK.
Os resultados expressam uma importante rede de conhecimentos que um professor pode ter que
conectar visando planejar ou realizar sua atividade docente. Concluimos que o MTSK possibilitou a
exploragéo analitica profunda de conhecimento especializado para ensinar matematica e que ndo ha
mais espacgo para conceber a profissdo docente com base em ideias fundadas no senso comum,
como vocacgédo, dom ou mesmo na crenca em algum tipo de notério saber para ensinar.
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INTRODUCAQ3

Uma das acepcgdes para conhecimento é o “dominio, tedrico ou pratico, de
uma arte, uma ciéncia, uma técnica” (HOUAISS, 2009), enquanto especializado
significa algo “préprio, exclusivo para” (HOUAISS, 2009). Neste sentido, pensar em
conhecimento especializado de professores de mateméatica nos remete ao dominio
daquilo que é exclusivo e préprio do profissional que deve para ensinar matematica,
o professor. Esta ideia pode ser aprimorada a partir da literatura especifica
(CARRILLO et al.,, 2014; SCHOENFELD, 2010) e mais precisamente entendida
como a informacdo que um professor de matematica possui para resolver

problemas, atingir metas ou desenvolver qualquer tarefa de ensinar e fazer aprender
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matematica. Neste sentido, nos questionamos: qual € o conhecimento que um
professor necessita para ensinar matematica? E qual € o conhecimento necessario
para ensinar e fazer aprender divisdo ou adicdo de fracbes, sabendo que sdo temas
com baixos indices de aprendizagem no Brasil (INEP, 2014)?

O objetivo deste artigo € caracterizar conhecimentos especializados sobre
erros comuns de estudantes ao lidarem com a divisdo de fracdes, suas possiveis
fontes e modos de supera-los mobilizados por um licenciando em Matematica, bem
como, descrever o modo como se relacionam entre si e entre os dominios
matematico e didatico. Para atingir nosso objetivo, utilizamos o marco teorico

Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) apresentado a seguir.

MATHEMATICS TEACHER’S SPECIALIZED KNOWLEDGE (MTSK)

O MTSK é um modelo tedrico que caracteriza o conhecimento profissional
especifico e especializado que possui (ou deve possuir) um professor para ensinar
matematica (CARRILLO et al., 2014). Este modelo é constituido por dois dominios —
Conhecimento matematico (MK) e Conhecimento didatico do conteddo (PCK) —,
estando cada um deles dividido em trés subdominios (Fig. 1). No centro do modelo
estdo as crencas dos professores sobre a Matematica, seu ensino e aprendizagem,

as quais permeiam os subdominios, pois elas dao sentido as suas acoes.
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Figura 1. Dominios e subdominios do MTSK (CARRILLO et al., 2014, p. 1, traducdo nossa).
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Detalhamos a seguir os seis subdominios contemplados no MTSK
(CARRILLO et al., 2014; CARRILLO; CONTRERAS; MONTES, 2015; ESCUDERO,
2015; FLORES, 2015), iniciando pelo dominio do Conhecimento Matematico (MK). O
conhecimento dos tépicos (KoT) trata dos conteddos matematicos a serem
ensinados e sua fundamentacdo conceitual profunda, englobando defini¢des,
interpretacbes e propriedades de conceitos, uma ou mais demonstracées de um
toépico especifico, justificativas para procedimentos algoritmicos, exemplos e
contraexemplos, modelos realisticos, situacdes de aplicagdo e usos extra
matematicos. O conhecimento da estrutura matematica (KSM) inclui conexdes entre
topicos (avancados e elementares, prévios e futuros, de diferentes areas
matematicas, exceto as de fundamentacdo previstas em KoT) que permitem
reconhecer certas estruturas da Matematica, bem como, vé-la como um sistema de
elementos integrados. O terceiro de seus subdominios € o conhecimento da pratica
matematica (KPM), no qual estdo as maneiras de proceder em Matematica, incluindo
modos de criar ou produzir na area (conhecimento sintatico), aspectos da
comunicacdo matematica, raciocinio e prova, elementos que estruturam uma
demonstracdo, modos de definir e usar definicbes, de selecionar representacdes, de
argumentar, de generalizar, explorar ou modelar em matematica, conhecimento util
para avaliar a correcdo de argumentacdes e resolucdes criadas pelos estudantes.

Quanto aos subdominios do Conhecimento didatico do contetdo (PCK), ha o
conhecimento do ensino de matematica (KMT) que diz respeito a materiais,
recursos, modos de apresentar um conteldo e suas respectivas caracteristicas
(limitacbes/potencialidades existentes em si mesmos) que permitam ao professor
optar por uma estratégia para ensinar determinado contetdo (incluindo organizar
uma série de exemplos ou criar analogias e metaforas). Por exemplo, conhecer a
estratégia de ensinar fracdes utilizando uma figura geométrica (circular ou
retangular, por exemplo) ou um modelo (como pizzas ou chocolates) e saber que
isto é (mais) adequado para desenvolver a interpretacdo parte-todo. Também inclui
o conhecimento (formal ou informal) de elementos tedricos sobre o ensino de
Matematica, por exemplo, sobre a resolucdo de problemas. Também ha o
conhecimento das caracteristicas de aprendizagem de Matematica (KFLM) que
inclui como os alunos aprendem os conteiudos matematicos (modelos e teorias
formais ou informais), as caracteristicas desse processo de compreensdo, erros

comuns e suas fontes provaveis, dificuldades, obstaculos e a linguagem
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normalmente usada pelos aprendizes ao lidar com cada conceito. Por exemplo,
conhecer a teoria APOS (ARNON et al., 2014) para descrever como ocorre 0
desenvolvimento cognitivo de um estudante em aprendizagem Matematica. Por fim,
estd o conhecimento das normas da aprendizagem de Matematica (KMLS) que se
refere a especificagdes curriculares envolvendo o que esta previsto em cada etapa
da educacdo escolar em termos de conteddos e competéncias (conceituais,
procedimentais, atitudinais e de raciocinio matematico nos diversos momentos
educativos), normas minimas e as formas de avaliagdo que possibilitam a
progressdo de um ano para outro, materiais convencionais de apoio, objetivos e
medidas de desempenho desenvolvidos por organismos externos.

Os subdominios do modelo descrevem como compreender o conhecimento
especializado de um professor de matematica e serdo utilizados como categorias na
andlise do episodio de um Licenciando sobre erros comuns de estudantes ao
lidarem com adicdo de fragGes, cuja metodologia apresentamos a seguir.

METODOLOGIA

Visando atingir o objetivo de caracterizar conhecimentos especializados
relacionados a erros comuns de estudantes com adicdo de fracdes, suas possiveis
fontes e modos de supera-los realizamos um estudo de caso qualitativo, com
enfoque analitico-interpretativo (BOGDAN; BIKLEN, 1991).

O contexto da pesquisa é o conjunto de atividades formativas desenvolvido
pelo primeiro autor deste trabalho entre 2013 e 2014 para professores das escolas e
licenciandos envolvidos no Projeto Observatorio da Educacdo (OBEDUC) em
Cuiaba, Mato Grosso (financiado pela CAPES/INEP/SECADI e desenvolvido em
parceria entre UNESP - Bauru, UNEMAT - Céceres e UFMT - Cuiaba). Foram
realizadas oficinas para a exploracdo, mobilizacdo e construcdo de conhecimento
especializado para ensinar matematica cuja tematica era a seguinte situacdo de
pratica: como explicar para um aluno por que na divisdo de fracbes multiplica-se o
numerador pelo inverso do denominador? Em seguida foram realizadas entrevistas
(gravadas em audio, registradas em imagem e posteriormente transcritas) com
alguns sujeitos visando aprofundar a compreensdo dos conhecimentos

especializados por eles mobilizados.
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Dentre os 54 participantes das oficinas, quatro foram selecionados para
realizarmos uma investigacao para caracterizar o conhecimento especializado para
ensinar divisdo de fragcbes (MORIEL JUNIOR, 2014). Neste artigo trataremos de um
episédio da entrevista com um dos participantes. Trata-se do episddio que teve
como tema 0s erros comuns que estudantes comentem ao lidarem com a adi¢éo de
fracOes, suas possiveis fontes e modos de ajudar a supera-los. O sujeito foi um
Licenciando em matematica que ja havia participado do Projeto OBEDUC, estava
nas etapas finais do curso de graduacao e tinha dois anos e meio de experiéncia
com ensino em escolas da educacgdo basica, tendo neste periodo trabalhado com o
conteudo de fracBes e operacdes com fracbes nos niveis de ensino fundamental e
médio. A conducdo da entrevista utilizou etapas e procedimentos de entrevista
reflexiva (SZYMANSKI; ALMEIDA; PRADINI, 2011).

Para a analise dos dados para caracterizacao dos conhecimentos mobilizados
pelo sujeito utilizamos a técnica de andlise de conteido (KRIPPENDORFF, 1990)
dos trechos transcritos a partir da entrevista, cujos elementos de informacbes
resultantes foram comparados sistematicamente com as definicdes dos subdominios
do MTSK possibilitando explorar analiticamente tais conhecimentos, caracteriza-los
e descrever como se relacionam entre si. A seguir apresentamos 0s resultados

obtidos e discutimos segundo os aportes teéricos adotados.
RESULTADOS E DISCUSSAO

Ao ser questionado sobre os erros comuns que estudantes com os quais ele
trabalhara cometiam quando lidaram com a divisdo de fracbes, ele curiosamente

menciona um ligado a outra operacgao, a adi¢ao:

Pesquisador: Eu queria que vocé dissesse erros que os estudantes
cometiam quando estavam lidando com divisao de fracdes.

Licenciando: O primeiro erro notério quando vocé manda ele [0 aluno]
fazer a soma é aparecer exatamente isso aqui [se referindo a somar
numeradores entre si e denominadores entre si]:

=

O trecho apresentado mostra que o Licenciando menciona o erro de somar

numeradores e denominadores entre si para realizar a adicdo de fracbes. Com isto
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fica evidente um conhecimento pertencente ao subdominio KFLM e que incluisive é
validado pela literatura (ASHLOCK, 2006; LOPES, 2008). Na continuacédo, o futuro
professor manifesta conhecer duas possiveis fontes de tal erro (pertencentes ao
KFLM), as quais também estdo em consonancia com a literatura, a saber: (i) 0
estudante se basear no procedimento da multiplicagdo de fracdes (ASHLOCK,
2006); (ii) usar conhecimento das operacdes ja conhecidas para numeros inteiros e
estender equivocadamente as fracdes (vistas como um numero inteiro em cima do
outro) (BERTONI, 2008):

Pesquisador: Saberia dizer uma possivel fonte desse erro?

Licenciando: [...] a possivel fonte desse erro é a simplificagdo da regra [...],
ou seja, eles querem simplificar ao maximo, vamos colocar a regra da
multiplicag&o valendo pra tudo.

Ele ia pensar que isso aqui € um namero natural [aponta e circula o ¥%]:

Ele ia ter isso na cabeca. Ele ndo conhece o racional. Ele s6 conhece 0 2, 0
3,04, 0 5. E o professor ensinou somar 0 2, 0 3, 0 4, 0 5. Na cabecga dele
ele ndo conhece esse universo. [...] Ele esta vendo dois nhumeros naturais,
s6 que ele ndo tem a consciéncia que esse namero € um ndmero racional.
Ele t& vendo um ndmero natural em cima do outro.

Em seguida, o Licenciando espontaneamente explica que para fazer o
estudante superar tal erro ele utiliza a propria estratégia procedimental do aprendiz

para mostrar a inadequacao do mesmo, deste modo:

Licenciando: Eu comeco a fazer eles refletirem sobre o assunto desse jeito
aqui. J& que isso vale [somar em cima e embaixo], entdo pe¢o ao aluno que
faca essa conta aqui: meio menos meio. [E escreve a expressao:]

Lo D
A 0

Lo

[Em seguida questiona:] Mas isso ai ta certo? Na matematica isso pode?
Tenho zero pra dividir por zero? Tenho nada pra dividir por nada? [Espera
que o aluno diga:] E mesmo, o professor falou que ndo pode. Entéo eu digo
que se isso [a regra errada] ndo vale pra isso [meio menos meio], entéo [a
regra errada] néo vale pra isso [soma de fra¢g6es]. J& comega fazer o aluno
refletir sobre isso ai. Entdo vocé concorda que esse jeito esta errado? Esta!
Entdo vamos aprender o certo. Ai comeca. Eu uso essa estratégia para ele
perceber que ele fez uma coisa absurda de erro.

O modo proposto pelo Licenciando para ajudar os estudantes a superarem o
erro procedimental se baseia na ideia de que se existe um Unico caso em que tal

procedimento ndo funciona, entdo ele é inadequado. Trata-se de uma explicacao
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instrucional que visa instruir ou ajudar o aluno que consiste na apresentagdo de um
- . 1 1 0
contraexemplo til para mostrar que o procedimento do aluno falha (E -5 = 6) com a

finalidade de desencoraja-lo a usar a regra incorreta e buscar uma adequada,
pertencente ao conhecimento do ensino de matematica (KMT). Tal explicacdo se
sustenta numa argumentacao estritamente l6gico-matemética e exige conhecimento
para compreender o procedimento utilizado pelo aluno e, principalmente, das formas
de validacdo e generalizacdo para avaliar a (in)correcdo do mesmo, algo

contemplado no KPM. Também envolve conhecimento do significado de fracao
como uma operagao de divisao (% € 0 dividido por 0) e sobre quando ndo se pode
realizar o procedimento de divisdo (ndo se pode dividir um nimero por zero). Ao

1 1 0 . ~ 2
usar o caso - — - = - para mostrar que o procedimento do aluno n&o é adequado por
{H ” 0 . - .
fornecer um resultado “incorreto (6)’ fica subentendido que tal abordagem funciona

com alunos que ja sabem que - é indeterminado, o que nos da indicio de

olo

conhecimento do nivel de desenvolvimento conceitual esperado para este nivel
educativo (KMLS).

Tabela 1. Conhecimentos especializados mobilizados pelo Licenciando sobre erros comuns de
estudantes com adicéo de fracdes, fontes possiveis e modos de supera-los.

Conhecimento mobilizado Subdominio
(na ordem em que identificamos) MTSK
1. Erro comum de estudantes ao iniciarem o processo de aprendizagem de adi¢do de
fracdes: somar numeradores e denominadores entre si §+£ = % (ASHLOCK, 2006; KFLM

LOPES, 2008).

2. Fontes possiveis do erro anterior: (i) o estudante se basear no procedimento da
multiplicacdo de fracdes (ASHLOCK, 2006); (ii) usar conhecimento das operacdes ja

: b L N ~ . , KFLM
conhecidas para numeros inteiros e estender as fragbes (vistas como um nuamero
inteiro em cima do outro) (BERTONI, 2008).
3. O algoritmo da multiplicacéo de fracdes: %xg = %. KoT

4. O algoritmo da multiplicacdo ndo pode ser estendido para a adicdo de fracdes. KoT

5. Uma explicagéo instrucional para ajudar o estudante a superar o erro em questao
gue consiste na apresentagdo de um contraexemplo Gtil para mostrar que o

procedimento do aluno falha G - % = %) visando desencorajar 0 uso da regra incorreta KMT
e buscar uma adequada.

6. Formas de validacdo e generalizagdo do procedimento utilizado pelo aluno para

avaliar a (in)correcdo do mesmo: se existe um unico caso em que ela ndo funciona KPM
entdo seu procedimento é inadequado (similar a demonstracdo por reducao ao

absurdo).

7. O significado de fracdo como uma operacéo de diviséo: g € 0 dividido por 0. KoT
8. Quando ndo se pode realizar o procedimento de divisdo: ndo se pode dividir um KoT

namero por zero.
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9. Que o0 aluno conheca a indeterminacao ; para compreender a explicacédo
instrucional sobre a subtracdo de fraces.

KMLS

Fonte: Produgéo do proprio autor.

E importante ter claro que a argumentacdo estritamente matematica
apresentada pelo Licenciando pode ndo ser suficiente ou, mesmo, gerar outra
davida: por que ndo se pode dividir por zero? Responder a este por que exige do
professor, dentre outras coisas, conhecimento da definigdo de divisao de inteiros ou
ainda conexdes entre conceitos matematicos elementares — divisdo de numeros e
potenciacdo — e avancados — limites de funcbes — (LIMA, 1982). Isto se torna
invidvel se estivermos nos primeiros niveis da educacao basica, reforcando assim a
importancia de conhecer outras estratégias Uteis para superar o erro em questao.
Embora o Licenciando tenha afirmado que nédo sabia outras alternativas, a literatura
nos ajuda a busca-las, como discutimos a seguir.

Pode-se mostrar que a regra de somar numeradores e denominadores nao
deve ser usada porgue ela simplesmente ndo se adapta a realidade. Algumas regras
matematicas existem e foram criadas para modelar certas situacfes empiricas
(CARACA, 1951; KLINE, 1976; LO; LUO, 2012), logo, poderiamos utilizar o exemplo

“5 +% = ?” (ja que estamos tratando da adigdo ao invés da subtragéo) e interpretar

como: um garoto ganhou metade da pizza e outro garoto ganhou a outra metade da
pizza. Juntos, 0os garotos tem quanto de pizza? Em geral desde muito cedo os

alunos sabem somar metades empiricamente e podem verificar que a resposta é

uma pizza inteira e que %+% resulta 1. Comparando o resultado intuitivo com o da
regra em avaliacéo (;—i = % gue equivale a %) se compreende a inadequacéo.

Outros exemplos deste tipo poderiam ser utilizados até que os estudantes se
convencessem que precisam de outra forma para somar fragbes. O proximo passo
seria fazer o aluno compreender o conceito da adicdo de fracdes por meio de
alguma proposta de ensino incluindo, por exemplo, sequéncia de atividades com
representacdes geomeétricas ou reta numerada (GUERRA; SILVA, 2008; SILVA,
ALMOULOUD, 2008), materiais manipulaveis (por exemplo, Geoplano, folha
quadriculada, tiras de papel etc.), tecnologia ou jogos (ARAUJO, 2013;
RICONSCENTE, 2011) ou outras (BAYOUD, 2011; BERTONI, 2008; LOPES, 2008).

E importante destacar que este erro também pode ser aproveitado

atc .

didaticamente por meio da exploracdo de um contexto em que a regra % @ % =€
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valida: “considere a razao ~ como relacdo gols/jogos, e cada razéo representando

um turno de campeonato” (LOPES, 2008, p. 10). Ao invés de turnos, poderiamos
usar campeonatos e calcular a média de gols de um jogador que disputou apenas
dois campeonatos em sua carreira. Se no primeiro campeonato ele fez 10 jogos e
marcou 8 gols (média = 18—0) e no segundo, 20 jogos e 10 gols (média = %), temos que

0 _ 25 isto &, 0,6 gol por partida. A titulo de
10+20 30

a média de sua carreira é

comparacao, segundo a Revista Superinteressante (Ago/2004) o Pelé fez 1282 gols
em 1375 jogos e o Maradona fez 365 gols em 695 jogos. Isto significa que o Pelé é o
melhor com a média de 0,93 gol por jogo, seguido por nosso jogador ficticio com 0,6

e, por ultimo, o Maradona com 0,52.

CONSIDERACOES FINAIS

Os resultados desta pesquisa nos permitiu identificar nove conhecimentos
especializados para ensinar matematica mobilizados por um licenciando ao discutir
uma situacao de pratica relativa a erros comuns de estudantes com a soma de
fracbes, suas fontes possiveis e modos de supera-los (cf. Tabela 1). Eles
contemplaram explicitamente cinco dos seis subdominios MTSK, a saber,
conhecimento dos topicos matematicos (KoT), da pratica matematica (KPM), do
ensino de matemética (KMT), das caracteristicas da aprendizagem de matematica
(KFLM) e dos parametros da aprendizagem de matematica (KMLS).

Para além da visdo estanque dos conhecimentos isolados, conseguimos
avancar na compreensdo de como eles se relacionam e como ocorreram as
conexdes entre dominios matematicos (MK) e didatico do conteudo (PCK) quando o
foco estava na situacdo de prética analisada (cf. Figura 2). Os conhecimentos dos
topicos matematicos (KoT) forneceram a base para a proposi¢cao de uma explicacéo
instrucional (KMT) visando superar o erro comum de estudantes com adicdo de
fracOes (e suas possiveis fontes) que o licenciando conhece (KFLM). Tal explicagédo
teve influéncia de dois outros conhecimentos, um do dominio didatico sobre nivel de
desenvolvimento conceitual esperado do aluno (KMLS) e outro pertencente ao
dominio matematico ligado a formas de validacdo e generalizacdo (KPM). Sendo
gue este ultimo foi utilizado para compreender o procedimento do aluno e analisar

sua (in)correcao. Outras abordagens podem ser adotadas, conforme a literatura.
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mostrar que o -

. . C a A L
procedimento do aluno " entre si —+ — = #® nlmeros inteiros e
/— 1 1 0 asc b d estender as fragoes
KMLS > e (':' —z°- E) pea PSHLOCK, {vistas como um
visando desencorajar o 2006; LOPES, ndmero inteiro em
Desenvolvimento uso da regra incorreta e 2008) cima do outro)

conceitual: que o aluno \buscar Ak adequadz:/ - / \ (BERTONI, 2008) |

conhega a indeterminagio

.\04‘0 para compreender ... \ KMT / \ KFLM /

4 A 4 4 L3
KoT /
Significado de fragéo Procedimento de Algoritmo da Procedimento da
como oferagao de divisdo: ndo se pode mulﬁ licacdo de multiplicag@o ndo pode
divisdo: - é 0 dividido dividir um ndmero por plicag ser estendido para a

fragoes

por 0 zero adigao de fragdes

Figura 2. Esquema de relagBes entre conhecimentos especializados mobilizados pelo Licenciando sobre erros
comuns de estudantes com adi¢do de fracdes, fontes possiveis e modos de supera-los.

A figura anterior expressa uma pequena, mas importante, parte da rede de
conhecimentos que um professor pode ter que conectar usando elementos dos
subdominios e das categorias do MTSK com a finalidade de planejar ou realizar sua
atividade docente. Fica evidente a relevancia do modelo teérico MTSK como
ferramenta de exploracdo analitica profunda do conhecimento especializado
necessario para professores ensinarem matematica, cujos resultados reforcam
conclusdes de pesquisas anteriores (BALL; HILL, 2008; CARRILLO et al., 2014;
DUARTE, 2003; MORIEL JUNIOR, 2014; SHULMAN, 1986) no sentido de que nao
se pode mais conceber a profissdo docente com base em ideias fundadas no senso
comum, como vocacgdo, dom ou mesmo na crenca em algum tipo de notério saber
para ensinar. Ao invés disso, para exercer a profissao de professor de matemética é
necessario ter conhecimento especializado, construido em formacgéo especializada e
conduzida por formadores preparados, algo que esta diretamente associado com a
valorizagéo da profissdo docente e de investimento serio e continuo nas instancias

educativas, incluindo cursos e instituicdes de formacao e a Educagao como um todo.
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