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Resumo: A complexidade de nog¢Bes e obstaculos cognitivos fazem o ensino e aprendizagem do
limite ser um processo dificil, visto que os alunos nem sempre conseguem abstrair as ideias relativas
ao conceito. Temos a suposicdo que o entendimento de ideias do limite, pode ser enriquecido
utilizando a metodologia de Resolucdo de Problemas. Assim, o objetivo desse artigo é relatar o
desenvolvimento e adaptacdo de uma sequéncia didatica que visava explorar as ideias envolvidas no
conceito de limite no infinito. As atividades foram experimentadas em turmas de Calculo Diferencial e
Integral de uma Universidade publica brasileira. Os resultados apontam que a resolucdo de
problemas contextualizados pode facilitar a aprendizagem, bem como, auxiliar os processos de
generalizacao e sintese do conceito.

Palavras Chaves: Sequéncia Didatica. Resolucdo de Problemas. Limite no Infinito

INTRODUCAO

A utilizagdo de novas praticas, considerando diferentes tendéncias no ensino
da matematica, pode possibilitar na sala de aula um ambiente participativo e
colaborativo motivando os alunos no processo de aprendizagem. Uma tendéncia
que leva em consideracdo esses aspectos é a metodologia de Resolucdo de
Problemas (RP), que se constitui em um contexto bastante propicio a construcdo de
um novo conceito, principio ou procedimento, colocando o aluno como participante
ativo e central nas atividades de sala de aula, sem prescindir do fundamental papel
desempenhado pelo professor como organizador e mediador no andamento dessas
atividades. (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).

Essa metodologia pode trazer contribuicbes para o ensino de Caélculo, em
especial na compreensao do conceito de limite, que envolve o infinito e a abstracao.
Muitas pesquisas, nacionais e internacionais, tém sido realizadas nessa temética
(CHURCHMAN, 1972; TALL e VINNER, 1981; SIERPINSKA, 1987; CELESTINO,

2008; SWINYARD e LARSEN, 2012). Esses estudos mostram que o limite € um dos
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conceitos mais complexos para ensinar e aprender, pois envolve a abstracdo, a
nocao de quantidades infinitamente grandes e pequenas e geralmente é priorizado,
no ensino, o processo do calculo. Entretanto € um conceito presente e fundamental
para a compreensdo de varias aplicacbes no Célculo. Juter e Grevholm (2007)
dizem que os conceitos envolvendo infinito sdo complexos, porém, necessarios para
os estudos de matematica, e afirmam que esses conceitos devem ser introduzidos e
tratados com mais cuidado por professores, além disso, os “professores nas
universidades devem estar cientes de como os alunos criam suas concepcoes
iniciais sobre limites e sobre o infinito, tentando oferecer oportunidades para os
alunos desenvolvé-las (...)". (JUTER; GREVHOLM, 2007, p. 347).

Nesse contexto elaboramos uma sequéncia didatica que visa explorar as
ideias envolvidas no conceito de limite no infinito que foram experimentadas em
turmas de Calculo Diferencial e Integral (CDI), com alunos de Engenharia e
Licenciatura, de uma universidade publica brasileira. Na sequéncia, abordaremos as

contribui¢cdes oriundas dessa prética.

IDEIAS DE CONCRETO E ABSTRATO E O CONCEITO DE LIMITE
Antes de falarmos sobre a abstracdo das ideias do conceito de limite, cabe
falar sobre o significado das palavras “concreto” e “abstrato”. No latim, “concretus”

” 13

significa simplesmente “misturado”, “fundido”, “composto”, “combinado”; enquanto a
palavra latina “abstractus” significa “retirado”, “retirado de”, “extraido” (ou “isolado”),
ou “distante”. (ILIENKOV, 1960). Vemos que todas estas estdo contidas no
significado etimologicamente original dessas palavras, no entanto, percebe-se que
muitas vezes ndo € nesse sentido que os termos sdo usados, corroborando com
essa ideia, llienkov (1960, s.p.), diz que “os termos ‘o abstrato’ e ‘0 concreto’ sao
ambos empregados no discurso cotidiano e na literatura especial de maneira
ambigua”. Baseando-se em autores que dado um suporte mais unanime sobre o
significado desses conceitos, temos a concepg¢ao que, “conceitos concretos sao
aqueles que refletem objetos ou classes de objetos que realmente existem.
Conceitos abstratos sdo aqueles que refletem uma propriedade do objeto abstraida
mentalmente do préprio objeto”. (KONDAKOQOV, 1954, p. 300 apud ILIENKOV, 1960,
s.p.).

Para Mendes (2009) a abstracdo matematica, € baseada em dois processos:

a generalizacdo, que “perpassa uma agao cognitiva de derivagédo ou indugéo a partir
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de especificidades, ou seja, a identificacdo de caracteristicas comuns ou a expansao
dos dominios de validade de conclusdes particulares” (MENDES, 2009, p. 76); e a
sintese, que “trata da combinacédo ou composicao de partes visando formar um todo,
gue muitas vezes € mais do que a soma das partes”. (DREYFUS, 1991, apud
MENDES, 2009, p.76).

Mendes (2009) também sugere que o envolvimento dos alunos com
problemas reais e abertos favorece o desenvolvimento das representacdes mental®
e simbdlica® para representar um pensamento matematico. Além disso, o autor
comenta que no processo cognitivo desenvolvido na busca da formulacéo
matematica das situacdes-problemas, bem como as possiveis representagcfes e
solugcbes para o problema, conduz o aluno ao alcance da abstracdo de conceitos,
CUjo processo ocorre por generalizacdo ou sintese.

A respeito do conceito de limite, Cornu (2002, p.165, apud SANTOS, 2013, p.
36) diz que, “a diversidade de concepgdes, a riqueza e a complexidade de nogdes e
0s obstaculos cognitivos fazem o ensino do conceito de limite extremamente dificil”.
Além disso, de acordo com Santos (2013), um problema adicional é o

estabelecimento de um lugar onde o aprendizado ocorre, pois,

A nocao de limite tem que ser usada para resolver problemas especificos. E
preciso que sejam apresentadas situagcbes pelas quais os estudantes
certifiquem-se de que o limite € uma ferramenta util. O limite deve ser visto
como parte da resposta para questfes indagadas pelos estudantes. Isso é
deixado frequentemente de fora do ensino atual. A definicdo da nocéo de
limite € dada seguida por uma sequéncia de problemas e exercicios
normalmente baseados somente na capacidade de lidar com a &lgebra do
conceito de limite: da soma, do produto, da composic¢do de duas fung¢des ou
de duas séries. (SANTOS, 2013, p. 37).

Desse modo, 0 que pode acontecer, é que os alunos saibam apenas efetuar
os calculos na resolucdo de exercicios envolvendo limites, mas ndo consigam
abstrair o que de fato ele significa.

Soares e Régo (2015) defendem que as concepcgdes sobre os conceitos de
concreto e abstrato influenciam as praticas de ensino, por isso, a escolha do tipo de
material didatico a ser utilizado deve levar em consideragao: “a especificidade do
objeto, em termos de nivel de concretude e, que é necessaria uma relacao dialética

entre o concreto e o abstrato para que conhecimento matematico tenha sentido para

® Constitui-se no modo individual que cada um tem para formular sua internalizacdo acerca de
qualquer situacdo-problema e geralmente é fruto da experiéncia matematica vivenciada. (MENDES,
2009).

® Manifesta-se de forma escrita ou oral, normalmente com a finalidade de viabilizar a comunicacéo de

um conceito matematico construido. (MENDES, 2009).
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o aprendiz”. (SOARES; REGO, 2015, p. 711). Mendes (2009) sugere que “as
representacdes simbolica e mental de um mesmo conceito matemético, formulado a
partir da resolucéo de problemas, sdo pecas essenciais no processo de abstracao
matematica”. (MENDES, 2009, p. 76, grifo nosso).

Por isso, nos propomos a investigar como a RP pode ser Gtil diante do cenério
da aprendizagem numa sequéncia didatica que propde aos alunos abstrairem as

ideias do conceito de limite no infinito.

EVOLUCAO DE UMA SEQUENCIA DIDATICA

Abordaremos a evoluc¢do de uma sequéncia didatica cujo objetivo era que os
alunos construissem a ideia de limite no infinito, e para isso, era necessario que
utilizassem conceitos de equacdo exponencial e logaritmica, e construcdo de
gréficos - ja vistos no Ensino Basico e também na proépria disciplina de CDI. Ela foi
proposta a cinco turmas de CDI — uma no primeiro semestre de 2016, duas no
segundo semestre de 2016; e, duas no primeiro semestre de 2017 — apds ter sido
aplicada uma sequéncia didatica para introduzir o conteido de limite no ponto
através da metodologia RP, seguindo as orientacbes do roteiro de Onuchic e
Allevato (2014) para atuacao do professor em sala de aula.

A primeira versao da sequéncia, apresentada no Quadro 1, comegava com
uma situacao problema e propunha gquestdes que tinham o propésito de formalizar o
conceito de limite no infinito.

A experimentagdo ocorreu em sala de aula e os alunos se reuniram em
grupos para resolverem as questdes. Constatamos que a maior parte das equipes
conseguiu interpretar corretamente o problema, encontrando a producdo minima, a
producdo méaxima e a quantidade minima de semanas de trabalho para um operério
contribuir para o lucro da empresa. Porém, houve erros nas questdes relacionadas
com as propriedades de funcbOes logaritmicas e exponenciais e na interpretacao
geométrica e algébrica do significado das varidveis M, N, € e L, pois o
reconhecimento dessas variaveis envolvia a generalizacdo do conceito. Uma analise

detalhada dessa aplicacao pode ser encontrada em SABATKE et al (2017).
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Quadro 1 — Sequéncia aplicada no primeiro semestre de 2016.

Em uma mndistra, wn funcionano recém-contratade produz menos que wm operano experente. A
fungio que descreve o niumero de pegas produzidas diadamente por wm trabalhador da metalirgica &
p(t) = 180 — 110 - (2-050),

£ que { & o tempo de expenéncia no servigo, em seimanas.

a. Determine quantas pecas wm operdno recém-contratado produz diadamente.

b. Desenhe o grafico de p(t).

c. Determine a assintota honzontal no grafico e explique o que ela representa.

d. MMatematicos avisaram de que somente com um volume de produgdo das pegas superor a N a
rentabilidade do processo sena satisfatora. Assim, se o minimo satisfatono economicaments para o
desenvolvimento lucrativo da produgdo for 3 produgio de 160 pegas detenmine a quantidade minima
de tempo, M. de experiéncia de servigo do funcionino para atingir essa produgdo minima.

e. Cuando o funciondno tem expenéncia maior do que “M7, entio a produgdo ficard sob controle de
uma garantia de wma producio minima de pegas que serd superor ao valor “N7 fomecido como o
minimo de produgio aceitavel. Dito em outras palavras: a distdncia entre o mdxime de produgdo
“L”, que pode produzir o fimciondrio e o minime "N aceitdvel pelos matemdticos ¢ """ [L - N
= g). Portanto, mesme se o5 matemdiicos variassem o valor de N ou ¢ (sende relativo d produgdo, gé
sempre positive), sempre seria possivel determinar um nove valor M de tal forma a controlar a
produgde pelo tempo de experiéncia.

Como citado acima, as vanaveis M, N £ ¢ L podem controlar a produgio de pegas. Fepresente no
grafico que vocé desenhou no item b, essas vanaveis.

f. Comrelagio g definigio formal de limite, comeo ficanda a sentenga abaixo? Substitua os espagos em
brance pelas nformagdes encontradas nas  questdes anterdores, utilizando, confonme
necezzano, M, N, £ ou L.

}Lﬂp(ﬂ =Le Vv__>03__ _>0talquet>__ —|pl— __|<

Fonte: Producéo das autoras, 2016.
Em funcao das dificuldades detectadas na primeira experimentagéo (Quadro

1) foram inseridas questdes para os alunos determinarem as constantes envolvidas
na funcdo com o objetivo de trabalhar mais com as propriedades das funcdes
logaritmica e exponencial (Quadro 2). Nesta aplicacéo o trabalho foi individual e em
horario extraclasse. Na analise observou-se que as solu¢cdes ndo apresentaram
mais o0s erros relacionados com as propriedades de funcdes logaritmicas e
exponenciais. Porém, os alunos continuaram apresentando dificuldades para
identificar M, N, € e L, além de confundirem a definicdo de limite no infinito com limite

num ponto.
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Quadro 2 — Sequéncia aplicada no segundo semestre de 2016

Um especizlistz em eficidneia contrztzde por uma empresz compilou os seguntes resultados com
relzcionande a produtividade dos seus operarios com 2 sua experidnet;

Experifncia (meses) Q i
Produtrvidade (pecashora) | 300 | 410

Estz especizlistz ssbe que 2 funglo que descreve o mimero de pegas produzidas menszlmente por um
trzbalhador & p(t) = 500 — c=¢*, em que ¢ € o tempo de experiéncia no servigo, em meses,

2. Determine a5 constantes ¢ e § que retratem 2 sitnaclo 2cima descrits.

b. Quante tempo de experifneiz deve ter um funciensnio parz que ztinjz um nivel de predutividzds de

330 pegashora?

Quante tempo de experifneia deve ter um funcionzrio parz atinja um nivel de produtividade de 800

pegashora?

d. Use o grafico da funclo p(t) para descrever a evolugio da produtividade em relagdo 2o tempo de

experiéncia do funciondrio.

Qe razies justificariam (conjecture) 2 respostz do ftem d7

f Mlatematicos avisaram de que somente com um volume de producdo das pegas superior 2 N € que a

rentzhilidade do processo seria safisfatdria Assim. se o minime satisfatdric economicaments para o

desenvolvimento lucrative da produgZo for 3 producSo de 450 pecas determine a quantidade minima

de tempo, M, de experifnciz d= servigo do funcionzrie parz stingir 2552 produgdo minima,

Quande o funciensrio tem experiéneiz maior do que M, entfo 2 produgdo ficars soh controle de

umz garantiz de uma produgie minima de pegas que sera superior 2o valor “N7 fomecide como o

minimo de producde aceitivel Difo em oufras palavras: a diidncia enfre o mdaximo de produgio

“L” gue pods produzir o funciondrio & o minbne "N aceitdvel palos matemdrticos 8 "7 (L - N

= g). Porianto, mesno se of matemdaticos variassem o valor de N ou £ (Sendo relative 4 produgdo, =

€ sempre pocitiva), tempre seria possivel determingr wm novo valor M de il forma a controlar a

producdo pelo tempo de experifncia

Come citade zcima 2z varidveis M N £ ¢ L podem controlar 2 producio de peges. Eepresente no

grafico da fimgdp p(t) essas varidveis.

h. Com relacio g defimigio formal de limite, como ficaria a sentenga abaiwoe? Substina os espacos em
branco pelzs informacfes encontradas nas questies anteriores, utilizando, conforme necessario,
M.N, £ ou L

!.iﬂp[tjl:L =% __ »03__ =0talquet>__ —=|pltl— __ |=___

&

fti

m

Fonte: Producéo das autoras, 2016.

Essa sequéncia teve uma terceira evolucdo, com o intuito que os alunos
conseguissem superar 0s erros que ainda ocorreram na segunda aplicacdo. A
sequéncia do Quadro 3 foi proposta para duas turmas de CDI, que possuiam ao
todo 87 alunos matriculados (51 na turma A’ e 36 na turma B®) e podia ser feita de
forma individual ou em grupo de até 4 integrantes. A entrega do trabalho foi via
plataforma Moodle. Ao todo, 64 alunos entregaram o trabalho. Destes, 11
trabalharam de forma individual e, dos demais, foram 5 duplas, 5 trios e 7 quartetos.

Mesmo essa atividade tendo sido em carater avaliativo, 23 alunos n&do entregaram.

7 . . st . . .

Turma de Licenciatura em Matematica com alunos dos demais cursos. Desses, 5 fazem pela primeira vez a
disciplina.

Turma de Licenciatura em Quimica com alunos dos demais cursos. Desses, 31 fazem pela primeira vez a

disciplina.
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Quadro 3 — Sequéncia aplicada no primeiro semestre de 2017

Um especialista em eficiéncia, contratade por wma empresa, compilou os seguintes resultados
relacionando a produtividade dos seus operarios com a sua expenéncia:

Experiéncia (meses) Q )

Produtividade (niumero de pegas pormeés) | 200 | 410

Este especialista sabe que a funcdo que descreve o nimero de pegas produzidas mensalmente por wn
trabalhadoré f{x) = 300 — ce™, em que x é o tempo de experiéncia no servigo, em meses,

a. Determine as constantes ¢ e k que retratam a situagio acima descrita.

b. Cuanto tempo de experéncia deve ter wm funcionano para que atinja wm nivel de produtividade de
350 pegaz'meas?

c. Cuanto tempo de expenéncia deve ter um funcionane para atinja wm nivel de produtividade de 600
pecasmeés?

d. Use o grafico da fuimgdo f(x) para descrever a evolugio da produtividade em relagio ao tempo de
experiéncia do fimciondane. Justifique sua resposta.

e. Chamaremoeos detolerancia a diferenga entre o maximeo de pegas gue wn funcionano pode produzir e
o nirnero de pegas produzidas por wm funcionario para que a empresa atinja o minime satisfatono
economicamente para o desenvolvimento lucrative da produgio. Admitindo wma tolerinecia de 13%
da capacidade de produgio da empresa de wm funcionano, quanto tempo de experiéncia ele deve ter
para que satisfaca o minimo de producdo almejada pela empreza? E se for 10% de tolerdneia?

f. Se a tolerancia (do item anterior) for chamada de z e o tempo minimo de experéncia para que o
funcionano esteja satisfazendo essa meta da empresa seja M, encontre a relagio entre as constantes
Mesz.

g Admitindo que L é a capacidade de produgio de wm funcionano, usando as constantes M e = do
item anterior, como ficaria escrito M em fimgio L e &7 Represente no grafico da fimglo flx) essas
vanaveis.

h. Comrelagio a definicio formal de limite, como ficarda a sentenga abaixo? Substitua os espagos em
branco pelas informagdes encontradas nas questdes anterores, utiizando, confonme necessanoe,
M, ze L.

lim flx) =L & v__ >03_ =0talqusx>_ —|flx)—_ |<__

K=+

Fonte: Producéo das autoras, 2017.

O item a solicitava para que fossem encontradas as constantes ¢ e k que
retratassem a situacdo proposta, ou seja, que inicialmente um funcionério
produzisse 200 pecas por més e, ap0s 6 meses de experiéncia produzisse 410
pecas mensais. Alguns alunos tiveram dificuldades na determinacdo dessas
constantes, pois ndo haviam compreendido que deveriam utilizar os valores da
tabela. Varias equipes procuraram o atendimento para sanar tal duvida. Essa
dificuldade surpreendeu, pois o contetdo de funcdes fora trabalhado através da RP
e com varios problemas propostos, mas poucos problemas apresentavam dados na
forma tabular. Apesar disso, somente um estudante, que trabalhou de forma
individual, errou a determinagdo da constante k, pois pela resolugéo apresentada
nos outros itens, percebe-se que ele ndo entendeu que a constante k solicitada seria
a mesma utilizada em todos os itens, pois encontrou varios valores de k. Das
respostas apresentadas, duas equipes ndo seguiram o caminho tradicional para
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escrever a funcdo, mantendo a exponencial de base “e” que fora proposta
inicialmente. Eles usaram propriedades de exponenciais e logaritmo para trocar o
3

Bn(,

termo e&"(30) por (%)g Assim, trabalharam com a funcéo f(x) = 500 — 300(13—0)%.

O item b solicitava o tempo de experiéncia que um funcionario deveria ter
para produzir 350 pecas mensais. O resultado dependia da determinacdo das
constantes, logo o aluno que errou o item a, também errou o item b. Os demais
grupos concluiram corretamente a questao, contudo as respostas tiveram pequenas
variagdes causadas por arredondamentos. A grande maioria apresentou resposta
com duas casas decimais, por exemplo, x = 3,45 meses. Somente 4 equipes fizeram

a conversao deste nimero para meses e dias (Figura 1).

Figura 1 — Resposta do item b apresentada por uma equipe

\‘i\ = o . 13 Loy
ALSLS =
e BASD s ¥
(= RS
Fonte: Producéo dos alunos, 2017.

O item c¢ questionava quanto tempo de experiéncia deve ter um funcionario

para atingir um nivel de produtividade de 600 pecas/més. Esse item foi respondido
corretamente por 25 equipes. Para solucionar, a maioria das equipes seguiu uma ou
as duas das seguintes estratégias: determinar analiticamente o valor de x para que
f(x) = 600; determinar pela interpretacdo grafica o limite da fungéo para x tendendo
a mais infinito. Os estudantes que seguiram a primeira estratégia chegaram em um
logaritmo de logaritmando negativo e concluiram que um funcionario ndo poderia
atingir um nivel de produgéo de 600 pec¢as mensais. Os estudantes que construiram
o gréfico da funcdo, o fizeram de forma manual ou com uso de algum software
grafico e o interpretaram de duas formas diferentes. Muitos responderam que a
producdo maxima é de 500 pecas e trés equipes responderam que a producao
méaxima € de 499 pecas (Figura 2).

Figura 2 — Respostas do item ¢ apresentadas por duas equipes

' » letrac:
—————e oot € NWA\‘O 20 Olhando o grafico da equagdo podemos perceber que o maximo
qmumom ; o M A que uma pessoa em seu trabalho consegue produzir € 499 pegas.
5 Mas, analisando percebemos que ele nunca chegard a 500 e a 600
ProdSk Aod A1 GCO uson | s, s . .

pegas.

Fonte: Produc¢éo dos alunos, 2017.

E ainda, uma equipe, formada por alunos que ja cursaram ao menos uma vez

a disciplina de CDI, calculou analiticamente o limite da funcéo e obteve a resposta
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de que a producdo maxima € de 500 pecas. Destaca-se que a professora nao tinha
trabalhado em sala de aula célculo de limites por meio de propriedades, ou seja, 0s
alunos lembravam do conteudo de outros semestres. Duas equipes responderam
errado. Dessas, uma chegou na expressao [n = 0,33. Para obterem este resultado
erraram um sinal, aplicaram a funcao logaritmo natural somente no lado esquerdo da
igualdade além de ndo escreveram o argumento do logaritmo. E, a outra equipe
tomou o valor absoluto somente de um dos lados da igualdade a fim de continuar
manipulando. Uma equipe néo respondeu.

O item d, que tratava da analise grafico da funcao para descrever a evolugcao
da produtividade em relacdo ao tempo de experiéncia do funcionario, foi respondido
corretamente por dez equipes. Dentre essas estdo as trés que, no item c,
responderam que a producdo maxima € 499 pecas e novamente destacaram isso.
Com problemas contextualizados como este, pode-se perceber como muitas vezes
os alunos ndo se dao conta que estdo trabalhando com fun¢des com dominio
continuo, mas cuja imagem € um conjunto discreto, pois ao tratar de pecas
produzidas, ndo teria sentido falar, por exemplo, em 4995 pecas. Houve 13
respostas parcialmente corretas, dessas a maioria com erros de interpretacao
equivocada da producdo maxima em 500 pecas, considerando que a producdo se
estabilizaria, ou seja, a funcdo seria constante (Figura 3). Quatro equipes

construiram o grafico errado e uma néo respondeu.

Figura 3 — Resposta do item d apresentada por duas equipes
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Fonte: Produc';éo dos alunos, 2017.

O item e definia como tolerancia a diferenca entre 0 maximo de pecas que um
funcionéario pode produzir e 0 nimero de pecas produzidas por um funcionério para

gue a empresa atingisse o0 minimo satisfatério economicamente para o
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desenvolvimento lucrativo da producéo. A seguir, solicitava que fosse encontrado o
tempo de experiéncia que um funcionario deveria ter para que a tolerancia fosse de
15% e 10%. Ao todo 23 equipes responderam corretamente. Descobriram que os
15% e 10% do limite, correspondiam a 425 e 450 pecas por més, respectivamente.
Efetuando os célculos, encontraram por resposta em torno de 6,9 meses e 8,95
meses, respectivamente. Estes valores foram determinados a partir do limite de
producdo que é igual a 500 pecas. Das trés equipes que responderam que a
producdo maxima era 499 pecas mensais, duas efetuaram os calculos e a terceira
usou o grafico feito no GeoGebra para determinar os valores aproximados como
ilustra a Figura 4. Nesta figura é possivel observar que a equipe escreveu errado no
inicio, pois fizeram 499-15%, faltou escrever que era 15% de 499. Mas, pela

resposta apresentada, percebe-se que fizeram esta consideracdo nos calculos.

Figura 4 — Resposta do item e apresentada por uma equipe
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Fonte: Producéo dos alunos, 2017.

Trés equipes acertaram parcialmente o item e: uma definiu M como sendo o

limite e finalizaram de forma errada a resolugédo da inequagdo M — 15%M < f(x) <
M + 15%M; outra interpretou, equivocadamente, que um funcionario deveria ter ao

menos 7 meses de experiéncia para que fosse admitido na empresa; e, a terceira,
~ 50 _ . . .
ao chegarem na expressao 700 =€ 02x para isolarem a variavel x aplicaram a

funcédo logaritmo na base 10 e erraram ao considerar que log(e~%%*) = —0,2x.
Apenas um aluno errou esse item ao considerar os 15% e 10% a partir da
quantidade inicial de pecas, e um aluno ndo respondeu este item.

O item f solicitava a relagéo existente entre M e . Seis equipes finalizaram a

determinacdo da relacdo entre as M e ¢: as que consideraram 499 pecas como

6ln((1+€)/300),

sendo o limite partiram de f(M) = 499 — ¢ e encontraram M = G0 as que
usaram o limite de producéo igual a 500 pecas obtiveram M 2%; e duas

equipes nao isolaram M em funcao de €. Doze equipes acertaram parcialmente este
item: quatro erraram na interpretacdo da porcentagem; sete grupos responderam
gue quanto maior a tolerdncia menor é a exigéncia de experiéncia, usando valores

fixos para chegar a essa conclusao (Figura 5); e uma equipe resolveu corretamente,
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6ln(g/300)

In(G/10) qguando formalmente seria a inequagao

mas na finalizagcdo escreveu M <

contraria.

Figura 5 — Resposta algébrica do item f apresentada por uma equipe
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Fonte: Producéo dos alunos, 2017.

Cinco equipes erraram o item f. Uma delas construiu um gréafico (Figura 6),

que ndo corresponde ao grafico da funcdo dada, indicaram a reta y = 500,
considerando-a como sendo uma assintota horizontal, porém no grafico ilustrado
isso ndo ocorre. Ainda, destacaram no grafico as tolerancias do item anterior e
indicaram M. Para finalizar escreveram lim,._, f(x) = 500, mas ao aplicarem a

definicdo, escreveram |f(x) — 6] < € sem nenhuma justificativa. A outra equipe que

£—-500

_300). A terceira equipe

errou fez € = f(M) e encontrou por resposta M =_7lln(

desta categoria, usou M como se fosse 0 § da definicdo formal de limite num ponto.
A quarta, apresentou a expressao Mx = ¢, assumiu M = 6,9086 e & =425,
encontrou x = 61,5175 e concluiu dizendo x era a relagdo entre M e €. A quinta
equipe, usou resultados errados obtidos no item anterior. E, cinco equipes nao

apresentaram solucao.

Figura 6 — Resposta geométrica do item f apresenta por uma equipe
Letraf:
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Fonte: Producéo dos alunos, 2017.

O item g requisitava uma relacdo entre as variaveis M, L, &, § e representa-

las no gréafico. Somente um aluno respondeu por completo este item (Figura 7).
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Figura 7 — Resposta do item g apresentada por uma equipe
M = =5 x In((—L + ¢ + 500)/300)
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Fonte: Producéo dos alunos, 2017.

Dezenove equipes acertaram parcialmente, sendo que algumas

representaram errado o grafico ou representaram sem a indicacdo das variaveis e
outras ndo encontraram a relagao para M.

Cinco equipes néo responderam. Quatro responderam errado: uma disse que
M = eL, porém ndo justificou essa informacdo; outra ndo encontrou M e na
representacdo grafica, misturou a interpretacdo geométrica de limite infinito com
limite no ponto (Figura 8); uma errou tanto a determinacdo de M como representou
o grafico errado; e, a Ultima deste grupo, representou um grafico errado que nao

possui assintota horizontal.

Figura 8— Resposta do item g apresentada por uma equipe
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Fonte: Produc¢éo dos alunos, 2017.
O item h solicitava que fossem preenchidos nos espagos em branco, da

definicdo formal de limite no infinito, as constantes M, L, &, §. Aqui treze equipes
responderam corretamente (Figura 9); onze equipes preencheram erroneamente ao

menos um dos espacos (Figura 10); quatro ndo responderam.

Figura 9 — Exemplo de resposta correta do item h apresentada por uma equipe
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Fonte: Producéo dos alunos, 2017.
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Figura 10 — Exemplo de resposta incorreta do item h apresentada por uma equipe
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Fonte: Producéo dos alunos, 2017.

CONSIDERACOES FINAIS

As experimentacbes das sequéncias possibilitaram verificar que a maior
dificuldade dos alunos estavam relacionadas com a abstracdo do conceito de limite
no infinito, ou seja, ao utilizar os simbolos e inequa¢cdes na generalizacdo ocorreram
um numero maior de erros comparado as questdes anteriores que eram
contextualizadas. No entanto, com as adaptacOes das atividades propostas, na
dltima sequéncia, podemos perceber que o nimero de acertos ou acertos parciais
foi maior do que o namero de erros, apontando um resultado positivo. Com relacéo
aos erros relacionados ao uso inadequado de propriedades de funcdes exponenciais
e logaritmicas foi reduzido significativamente, visto que a maioria conseguiu acertar
essas questoes.

Acreditamos que o auxilio da resolucéo de problemas contextualizados pode
facilitar a aprendizagem do conceito de limite no infinito ao atribuir algum significado
concreto a definicdo formal. Salientamos que o professor que tem interesse de
colocar em prética alternativas diferenciadas de ensino, ndo deve desanimar caso
suas primeiras propostas de atividades ndo ocorram como previsto, pois elas
permitem identificar erros e dificuldades apresentadas por seus alunos, e, com 0
intuito de amenizar estes problemas, readequar os recursos didaticos utilizados.

Além disso, também sao necessarias mais experiéncias para o0s alunos
adquirirem habilidades e competéncias matematicas, pois assim, 0s processos de

generalizacdo e sintese se efetivarao.
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